
Matematika, 2004, Jilid 20, bil. 1, hlm. 49–68
c©Jabatan Matematik, UTM.

Pemetaan Konformal Daerah Banyak Segi Melalui Persamaan
Kamiran Terhadap Inti Bergman dan Inti Szego

(Conformal Mapping of Polygonal Regions Using
Integral Equations for Bergman and Szego Kernels)

1Baharudin Hurmin & 2Ali Hassan Mohamed Murid
Jabatan Matematik, Universiti Teknologi Malaysia, 81310 UTM Skudai, Johor, Malaysia

Mel-e: 1baharudinhurmin@yahoo.com, 2ahmm@mel.fs.utm.my

Abstrak Satu kaedah berangka diterangkan untuk mengira pemetaan konformal bagi
beberapa daerah terkait ringkas yang berbucu kepada daerah cakera unit. Kaedah be-
rangka yang dilakukan di sini adalah berpandukan kepada persamaan kamiran Fred-
holm jenis kedua terhadap inti Bergman dan inti Szego. Kaedah berangka yang digu-
nakan bagi menyelesaikan persamaan kamiran tersebut ialah kaedah Nystrom dengan
petua trapezium.

Katakunci Persamaan kamiran, pemetaan Riemann, inti Bergman dan inti Szego.

Abstract A numerical method is described for computing conformal mapping from
a simply connected region with corners onto the unit disk. The numerical method
is based on the Fredholm integral equations for Bergman and Szego kernels. The
numerical method for solving the integral equations is based on the Nystrom method
with trapezoidal rule.

Keywords Integral equations, Riemann mapping, Bergman kernel and Szego kernel.

1 Pengenalan

Pemetaan konformal berangka merupakan satu alat yang penting bagi ahli sains dan ju-
rutera terutamanya dalam menyelesaikan banyak masalah seperti dalam aerodinamik, elek-
trostatik, kapasitans dan lain-lain. Bagi daerah-daerah yang mudah, fungsi-fungsi pemetaan
konformal boleh diperolehi dalam buku analisis kompleks. Bagi daerah-daerah yang lain
seperti daerah yang berbucu, lihat Thomas [20], Papamichael dan Sideridis [13] dan juga
Kythe [15].

2 Pemetaan Riemann

Katakan Ω daerah yang terkait ringkas yang bukan keseluruhannya satah kompleks dan
katakan a ∈ Ω satu titik tetap. Maka teorem pemetaan Riemann menyatakan wujud fungsi
analisis yang unik

R : Ω → ∆ = {w : |w| < 1}



50 Baharudin Hurmin & Ali Hassan Mohamed Murid

yang memenuhi syarat R (a) = 0, dan R′ (a) > 0. Fungsi R ini dipanggil fungsi pemetaan
Riemann. Andaikan daerah Ω disempadani oleh lengkung Jordan Γ mengikut lawan arah
jam yang diparameterkan sebagai z(t) dengan 0 ≤ t ≤ β. Jika z (t) bergerak sepanjang Γ,
maka titik imej R (z (t)) menyurih sebuah bulatan unit, iaitu

R (z(t)) = eiθ(t). (1)

Fungsi θ dipanggil sebagai fungsi kesepadanan sempadan bagi pemetaan Riemann, lihat
Henrici [4]. Jika nilai θ diketahui, menggunakan formula kamiran Cauchy, nilai R dan nilai
sonsangannya R−1 boleh dikira dengan menggunakan formula berikut (lihat Henrici [4], m.s
380):

R(z) =
1

2π i

∫ β

0

eiθ(t)

z(t) − z
z′(t)dt, z ∈ Ω, z(t) ∈ Γ

dan

R−1(w) =
1
2π

∫ β

0

z(t)θ′(t)
1 − e−iθ(t)w

dt, w ∈ U, z(t) ∈ Γ.

Jika Γ berkelas C2 pada lengkung Jordan, iaitu Γ adalah terbezakan selanjar dua kali,
maka R′ boleh dilanjutkan kepada fungsi yang selanjar pada Ω̄, yang mana Ω̄ = Ω ∪ Γ
dan R′(z) 6= 0 untuk z ∈ Γ. Kerzman dan Trummer [6] ada menunjukan bahawa fungsi
pemetaan R boleh dikira pada sempadan dengan menggunakan formula

R(z) =
1
i
T (z)

R′(z)
|R′(z)|

, z ∈ Γ (2)

dengan T (z) = z′(t)/|z′(t)| adalah vektor tangent unit yang bernilai kompleks pada z (t)
atas Γ. Pemetaan f dari daerah Ω ke daerah G dipanggil analisis jika dan hanya jika ia
boleh beza. Teorem pemetaan konformal juga menyatakan jika pemetaan f : Ω → G adalah
analisis dan f ′(z) 6= 0 untuk setiap z ∈ Ω, maka f adalah konformal.

Kita dapati teorem pemetaan Riemann tidak menerangkan sifat bagi R pada sempadan
Ω malah ia digunakan pada pemetaan daerah sahaja, terutamanya pada set terbuka yang
terkait ringkas. Melalui teorem Osgood-Caratheodory, lihat Henrici [4], jika daerah Ω adalah
daerah yang terkait ringkas dan disempadani oleh lengkung Jordan Γ, maka R boleh dilan-
jutkan kepada Ω̄ = Ω ∪ Γ. Di sini R adalah bersifat homomorfisma dari Ω̄ ke Ū . Lengkuk
Jordan adalah lengkuk tertutup yang mudah dan tidak bersilang di antaranya.

Pemetaan Riemann boleh juga diperolehi dengan menggunakan kaedah berangka ter-
hadap persamaan (2) di atas. Walau bagaimanapun dalam mendapatkan pemetaan Rie-
mann dengan menggunakan persamaan di atas akan menghadapi masalah pada bucu dise-
babkan vektor tangent unit pada bucu tidak dapat didefinisikan. Oleh itu terdapat beber-
apa pendekatan dalam kertas kerja ini untuk mendapatkan pemetaan Riemann bagi daerah
yang berbucu. Pendekatan ini akan menggunakan persamaan kamiran peringkat kedua,
iaitu yang berhubungan dengan inti Szego dan inti Bergman.

2.1 Inti Bergman

Secara amnya, inti Bergman B (w, z) adalah analisis dalam w dan z̄, dan memiliki dua sifat
seperti berikut:
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1. Sifat Hermitian: B (w, z) = B (z, w), w, z ∈ Ω dan w ∈ Ω,

2. Sifat penjanaan semula: Bagi f analisis atas Ω kita ada
∫∫

Ω

B(w, z) (z) [dz] = f(w) [dz] = dxdy, z = x+ iy.

Jika BΩ dan BU adalah inti Bergman atas Ω dan cakera unit U = {z : |z| < 1} masing
masing, maka Bergman [2] telah membuktikan

BΩ (w, z) =
√
R′(w)

√
R′(z)BU (R(w), R(z)) , w, z ∈ Ω. (3)

dengan inti Bergman untuk cakera unit, iaitu

BU (R(w), R(z)) =
1

π(1 −R(z)R(w))2
. (4)

Jika Γ adalah lengkung Jordan berkelas C2, maka B (w, z) selanjar atas set

Ω̄ × Ω̄ − {(z, z) : z ∈ Γ} .

Dengan memilih w = a dalam persamaan (3) dan menggunakan sifat Hermitian inti Berg-
man, maka kita peroleh

B(z, a) =
1
π
R′ (a)R′ (z) , z ∈ Ω, (5)

atau setara dengan

R′ (z) =
√

π

B (a, a)
B (z, a) . z ∈ Ω. (6)

Seterusnya kita akan dapat mencari R(z) menggunakan

R(z) =
√

π

B (a, a)

∫ z

a

B(w, a)dw, z ∈ Ω. (7)

Jika Γ adalah lengkung Jordan berkelas C2, maka persamaan (2) dan (5) memberikan

R(z) =
1
i
T (z)

B(z, a)
|B(z, a)|

, z ∈ Γ. (8)

Kita juga boleh menulis persamaan (8) sebagai

R (z) =
1
i

z′(t)B (z, a)
|z′ (t)B (z, a)|

. (9)

Dengan memilih φ(t) = z′(t)B(z, a) maka persamaan (9) boleh ditulis sebagai

R (z (t)) =
1
i
T (z)

φ (t)
|φ (t)|

. (10)

atau
R (z (t)) =

1
i

z′ (t)
|z′ (t)|

φ (t)
|φ (t)|

. (11)
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Oleh yang demikian bagi menyelesaikan masalah pemetaan Riemann adalah memadai den-
gan menghitung inti Bergman.

Persamaan (5) boleh diselesaikan secara berangka bagi mendapatkan pemetaan Riemann
bagi daerah yang licin yang melibatkan kaedah proses ortonormal Gram-Schmidt untuk
pengiraan nilai inti Bergman, (lihat Henrici [4], muka surat 549). Selalunya kaedah berangka
bagi mendapatkan pemetaan Riemann dengan menggunakan kaedah proses Gram-Smith
adalah tidak stabil (lihat Rabinowitz, [16]. Satu kaedah alternatif telah diberikan oleh Murid
[11]. Di dalam tesisnya beliau menemui bahawa inti Bergman menepati persamaan kamiran
Fredholm jenis kedua. Persamaan kamiran jenis kedua ini adalah mudah untuk diselesaikan
dengan menggunakan kaedah berangka yang piawai. Persamaan kamiran tersebut, juga
dinamakan sebagai kamiran Fredholm jenis kedua atas sempadan Γ :

B (z, a) +
∫

Γ

N(z, w)B(w, a)|dw| = −
1
π

T (z)2

(z̄ − ā)2
, bagi z ∈ Γ, a ∈ Ω, (12)

dengan

N (z, w) =





T (w)
2π i

[
T (z)2

w̄−z̄ − 1
w−z

]
, w, z ∈ Γ, w 6= z

1
2π

Im[z′′(t)z′(t)]
|z′(t)|3 , w = z ∈ Γ,

(13)

dan Γ adalah daerah terkait ringkas dan mempunyai sempadan Γ. Persamaan (12) juga
dikenali sebagai persamaan kamiran sempadan bagi inti Bergman.

Menggunakan perwakilan berparameter z(t) bagi Γ, dengan 0 ≤ t ≤ β, persamaan
kamiran (12) menjadi

φ(t) +
∫ β

0

v(s, t)φ(s)ds = ψ(t) (14)

dan
φ(t) = | z′(t) |B (z(t), a) (15)

ψ (t) = −
1
π

z′ (t)
(
z (t) − ā

)2 , (16)

v (t, s) =





1
π Im

[
z′(t)

z(t)−z(s)

]
, t 6= s

1
2π Im

[
z′′(t)
z′(t)

]
t = s

. (17)

Inti v (t, s) yang baru ini dikenali sebagai inti parameter Neumann (Henrici [4], m.s. 394).
Persamaan kamiran (14) didiskretkan menggunakan kaedah Nystrom dengan petua trapez-
ium pada n titik nod. Maka kita peroleh

φ(ti) +
β

n

n∑

j=1

k(ti, tj)φ(tj) = ψ(ti), 1 ≤ i ≤ n. (18)

Dengan mendefinisikan matriks M sebagai

Mij =
β

n
k(ti, tj), dan xi = φ(ti), yi = ψ(ti),
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maka persamaan (18) boleh ditulis sebagai sistem kompleks n persamaan linear dengan n
anu

(I +M)x = y, (19)

dengan B ialah matriks kompleks bersifat Hermitian-pencong. Diketahui (14) mempun-
yai penyelesaian yang unik, maka untuk kelas kuadratur yang agak luas maka sistem (19)
juga mempunyai penyelesaian yang unik, asalkan n adalah secukup besar. Setelah penye-
lesaian xi = φ(ti) sudah diperoleh, maka persamaan (14) akan memberikan sebuah rumus
interpolasi yang cukup baik (lihat Atkinson [1]):

φ(t) = ψ(t) −
n∑

j=1

wjk(t, tj)φ(tj). (20)

Seandainya R ialah fungsi pemetaan Riemann, dengan membezakan persamaan (1) akan
menghasilkan

R′ (z (t)) z′ (t) = iθ′ (t) eiθ(t).

Oleh itu kita juga boleh tuliskan ungkapan ini dalam bentuk

θ(t) = arg (−iR′ (z (t)) z′ (t)) . (21)

Dengan menggunakan persamaan (15) setelah memasukkan nilai fungsi kesempadanan sem-
padan memberikan

θ (t) = arg (−iφ (t)) . (22)

2.2 Inti Szego

Katakan T (z) = z′(t)/|z′(t)| adalah vektor tangent unit yang bernilai kompleks pada z (t)
atas Γ. Jika SΩ dan SU adalah inti Szego atas Ω dan cakera unit U = {z : |z| < 1}
masing-masing, maka (Bergman [2])

SΩ (w, z) =
√
R′(w)

√
R′(z)SU (R(w), R(z)) , w, z ∈ Ω, (23)

dengan inti Szego untuk cakera unit ialah

SU (R(z), R(w)) =
1

2π(1 − w̄z)
.

Jika Γ adalah lengkung Jordan berkelas C2, maka S (w, z) selanjar atas set

Ω̄ × Ω̄ − {(z, z) : z ∈ Γ} .

Dengan memilih w = a dalam persamaan (23) dan menggunakan sifat Hermitian inti Szego,
maka kita perolehi

S(z, a) =
1
2π

√
R′ (a)R′ (z), z ∈ Ω, (24)

atau secara setara
R′(z) =

2π
S(a, a)

S(z, a)2, z ∈ Ω. (25)
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Seterusnya kita akan dapat mencari R(z) dari

R(z) =
2π

S(a, a)

∫ z

a

S(w, a)2dw, z ∈ Ω. (26)

Jika Γ adalah lengkung Jordan berkelas C2, maka persamaan (2) dan (24) memberikan

R(z) =
1
i
T (z)

S(z, a)2

|S(z, a)|2
, z ∈ Γ. (27)

Persamaan (26) boleh diselesaikan secara berangka yang melibatkan kaedah proses ortonor-
mal Gram-Schmidt untuk pengiraan nilai Szego. Tetapi kaedah ini lazimnya adalah rumit
dan tidak stabil. Satu kaedah alternatif telah diberikan oleh Kerzman dan Trummer [6].
Mereka menemui bahawa inti Szego menepati persamaan kamiran Fredholm jenis kedua.
Persamaan kamiran jenis kedua ini adalah mudah untuk diselesaikan dengan menggunakan
kaedah berangka yang piawai. Persamaan kamiran tersebut, juga dinamakan sebagai kami-
ran Kerzman-Stein-Trummer (ringkasnya KST), ialah

S(z, a) +
∫

Γ

A(z, a)S(w, a)|dw| = H(a, z) bagi z ∈ Γ, a ∈ Ω (28)

dengan Ω adalah daerah terkait ringkas dan mempunyai sempadan Γ yang licin manakala

H(w, z) =
1

2πi
T (z)

(z − w)
dengan w ∈ Ω dan z ∈ Γ, w 6= z, (29)

ialah inti Cauchy dan

A(z, w) =
{
H(w, z) −H(z, w) jikaw, z ∈ Γdanw 6= z
0 jikaw = z ∈ Γ.

(30)

Persamaan di atas juga boleh ditulis sebagai

A(w, z) =
{
H(z, w) −H(w, z) jikaw, z ∈ Γdanw 6= z
0 jikaw = z ∈ Γ.

(31)

Inti A(z, w) dikenali sebagai inti Kerzman-Stein dan ia adalah licin, Hermitian-pencong,
iaitu A(w, z) = −A(z, w), dan bersamaan sifar jika Ω adalah cakera. Inti A(w, z) adalah
selanjar pada Γ × Γ. Walaupun kedua-dua H(w, z) dan H(z, w) tidak dapat didefinisikan
pada z = w ∈ Γ, tetapi Kerzman dan Stein [7] memerhatikan bahawa perbezaannya menye-
babkan nilai singularnya boleh dihapuskan. Inti Szego S(w, z) dan inti Cauchy H(w, z)
adalah sama jika dan hanya jika Ω adalah cakera.

Dengan menggunakan perwakilan berparameter z(t) bagi Γ, dengan 0 ≤ t ≤ β, per-
samaan kamiran KST (28) menjadi

φ(t) +
∫ β

0

k(s, t)φ(s)ds = ψ(t) (32)

dengan
φ(t) = |z′(t)|1/2

S (z(t), a) (33)
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k(t, s) = |z′(t)|1/2 |z′(s)|1/2
A (z(t), z(s)) (34)

ψ(t) = |z′(t)|1/2
H (a, z(t)). (35)

Persamaan kamiran (32) didiskretkan menggunakan kaedah Nystrom dengan petua kuad-
ratur Gauss pada n titik nod. Maka kita perolehi

φ(ti) +
β

n

n∑

j=1

k(ti, tj)φ(tj) = ψ(ti) 1 ≤ i ≤ n. (36)

Dengan mendefinisikan matriks Q sebagai Qij = k(ti, tj) dan xi = φ(ti), yi = ψ(ti), maka
persamaan (36) boleh ditulis sebagai sistem kompleks n persamaan linear dengan n anu:

(I +Q)x = y. (37)

dengan Q adalah matriks kompleks bersifat Hermitian-pencong. Diketahui (32) mempun-
yai penyelesaian yang unik, untuk kelas kuadratur yang agak luas, maka sistem (37) juga
mempunyai penyelesaian yang unik, asalkan n adalah secukup besar. Setelah penyelesaian
xi = φ(ti) diperolehi, maka persamaan (32) akan memberikan sebuah rumus interpolasi
yang cukup baik (lihat Atkinson [1]), iaitu

φ(t) = ψ(t) − β

n

n∑

j=1

k(t, tj)φ(tj). (38)

Maka menggunakan hubungan (1), fungsi kesepadanan sempadan θ(t) berhubung dengan
inti Szego, dikira melalui cara (Kerzman dan Trummer [6])

θ(t) = arg
(
−iφ2(t)z′(t)

)
. (39)

Dari persamaan (5) dan (24) di perolehi hubungan yang klasik diantara inti Szego dan inti
Bergman, iaitu,

B (z, a) = 4π S (z, a)2 . (40)

2.3 Perlaksanaan Berangka Untuk Rantau Berbucu

Dengan mendiskretkan persamaan kamiran (14) dan (32) dengan menggunakan kaedah
Nystrom dengan petua trapezium dan memilih titik kollokasi yang sama jarak ti = (i−1)β

n ,
maka kita peroleh

φ(ti) +
β

n

n∑

j=1

k(ti, tj)φ(tj) = ψ(ti) 1 ≤ i ≤ n.

Dengan mendefinisikan matriks V sebagai

Vij =
β

n
k(ti, tj) dan xi = φ(ti), yi = ψ(ti),

maka persamaan di atas boleh di tulis sebagai system kompleks n persamaan linear dan n
anu.

(I + V )x = y.

Keseluruhan program komputer dijalankan dengan menggunakan pakej MATHEMATIKA
(Wolfram [21] dengan 16 titik perpuluhan.
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2.4 Contoh-contoh Berangka

Contoh 1: Daerah Segiempat
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O(0, 0)

A
( 1√

2
, 0

)

C
(
− 1√

2
, 0

)

B
(
0,

1√
2

)

D
(
0,− 1√

2

)

Rajah 1

Rajah segiempat di atas dapat diparameterkan seperti berikut

z(t) =





1√
2

[1 + (i− 1)t] 0 ≤ t ≤ 1
1√
2

[(2i+ 1) − (1 + i)t] 1 ≤ t ≤ 2
1√
2

[(2i− 3) + (1 − i)t] 2 ≤ t ≤ 3
1√
2

[(−4i− 3) + (1 + i)t] 3 ≤ t ≤ 4

Dari persamaan (14) kita boleh menulisnya dalam bentuk

φ(t) +

1∫

0

k(t, s)φ(s)ds +

2∫

1

k(t, s)φ(s)ds+

3∫

2

k(t, s)φ(s)ds +

4∫

3

k(t, s)φ(s)ds = ψ(t)

Mendiskretkan persamaan tersebut memberikan

φ(ti) + β
n [

n∑
j=1

k(ti, tj)φ(tj)+
2n∑

j=n+1

k(ti, tj)φ(tj)+

3n∑
j=2n+1

k(ti, tj)φ(tj) +
4n∑

j=3n+1

k(ti, tj)φ(tj)] = ψ(ti),
(41)

dengan n adalah bilangan nod yang dipilih pada setiap sisi.
Dalam contoh ini vektor tangen pada t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 tidak tertakrif. Nilai

vektor tangen pada bucu-bucu tersebut (z0, z1, z2, z3) ditakrifkan sebagai purata vektor
tangen dari arah sebelum dan selepas bucu.

Kita senaraikan dalam Jadual 1 ralat yang bukan pada bucu iaitu

‖R (z(t)) −Rn (z(t))‖∞ ,

dengan R (z(t)) ialah nilai sempadan sebenar dan Rn (z(t)) ialah nilai penghampiran yang
diperolehi.
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Nilai n ialah titik nod yang dipilih disetiap sisi bagi daerah yang dipilih. Manakala kita
senaraikan juga nilai pemetaan Riemann dari setiap bucu kepada cakera unit seperti dalam
Jadual 2.

Jadual 1: Ralat ‖R(z(t)) −Rn(z(t))‖∞untuk z(t) bukan pada bucu

n Inti Szego (S) Inti Bergman (B)
64 7.3677× 10−3 2.33959× 10−4

96 5.68633× 10−3 1.82282× 10−4

128 4.71647× 10−3 1.51789× 10−4

192 3.61436× 10−3 1.16717× 10−4

400 2.22364× 10−3 7.20146× 10−5

600 1.69845× 10−3 5.50451× 10−5

Jadual 2: Pemetaan dari bucu ke cakera unit.

n Pemetaan dari
1
√

2
Pemetaan dari

i
√

2
Pemetaan dari

−1
√

2
Pemetaan dari

−i
√

2

64 (S) (S) (S) (S)

1 + 1.40492 × 10−16i −1.60814 × 10−16i + 1i −1 − 1.22461 × 10−16i −1.60814 × 10−16 − 1i

(B) (B) (B) (B)

1 − 1.03057 × 10−16i 6.12303 × 10−17 + 1i −1 − 1.22461 × 10−16i −1.60814 × 10−16 − 1i

96 (S) (S) (S) (S)

1 − 8.68731 × 10−16i 6.12303 × 10−17 + 1i −1 + 1.22461 × 10−16i −6.04903 × 10−16 − 1i

(B) (B) (B) (B)

1 + 4.55825 × 10−16i −1.60814 × 10−16 + 1i −1 + 1.22461 × 10−16i 2.83275 × 10−16 − 1i

128 (S) (S) (S) (S)

1 + 3.50266 × 10−16i 2.83275 × 10−16 + 1i −1 − 1.89882 × 10−15i 6.12303 × 10−17 − 1i

(B) (B) (B) (B)

1 − 5.0963 × 10−16i −1.60814 × 10−16 + 1i −1 + 1.22461 × 10−16i 6.12303 × 10−17 − 1i

192 (S) (S) (S) (S)

1 + 2.37289 × 10−15i −1.60814 × 10−16 + 1i −1 + 1.22461 × 10−16i −3.04739 × 10−15 − i

(B) (B) (B) (B)

1 + 8.67397 × 10−17i −1.60814 × 10−16 + 1i −1 + 1.22461 × 10−16i −1.60814 × 10−16 − 1i

Adalah jelas bahawa pemetaan Riemaan bagi daerah segiempat ke cakera unit boleh
diperolehi. Dari data yang diperolehi dalam jadual menunjukkan pemetaan Riemann dari
setiap bucu memetakan tepat ke kedudukan di cakera unit.
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Contoh 2: Daerah Berbentuk L
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Rajah 2 di atas boleh diparameterkan seperti berikut:

z(t) =





(3 − i) + 2it 0 ≤ t ≤ 1
(7 + i) − 4t 1 ≤ t ≤ 2

(−1 + 9i) − 4it 2 ≤ t ≤ 3
(−7− 3i) + 2t 3 ≤ t ≤ 4
(1 − 11i) + 2it 4 ≤ t ≤ 5
(−9 − i) + 2t 5 ≤ t ≤ 6

Dari persamaan (14) kita boleh menulisnya dalam bentuk

φ(t) +
1∫
0

k(t, s)φ(s)ds +
2∫
1

k(t, s)φ(s)ds +
3∫
2

k(t, s)φ(s)ds+

4∫
3

k(t, s)φ(s)ds+
5∫
4

k (t, s)φ (s) ds+
6∫
5

k (t, s)φ (s) ds = ψ(t)

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk L
ini kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil kedudukan
pada dua bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik C dan F. Ini bertujuan di bucu-
bucu tersebut pemetaan ke cakera unit boleh dikira dengan mudah. Ini bukan sahaja
pemetaan Riemann di titik ini terhadap cakera unit diketahui melalui teori, tetapi juga
diketahui melalui sifat simetri daerah tersebut. Kita akan mengambil nilai titik nod n = 16
bagi setiap sisi seperti mana Papamichael dan Sideridis [14] lakukan bagi daerah yang sama.

Jadual 4 menunjukan perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit den-
gan menggunakan kaedah persamaan kamiran KST yang menggunakan inti Bergman dan
inti Szego. Perbandingan dibuat terhadap pemetaan Riemann dari bucu yang dilakukan
oleh Papamichael dan Sideridis [14]. Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah
berbentuk L ini, Papamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan yang diwujudkan
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dari kertas kerja yang ditulis oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaannya
adalah berbentuk seperti berikut:

f26(z) = c





4∑
n=1

anz/(z − pn) + a5{(z − zc)2/3 − (−zc)2/3} + a6z

+a7{(z − zc)4/3 − (−zc)4/3} + a8z
2/2 + a9{(z − zc)8/3 − (−zc)8/3}

+a10z
3/3 + a11{(z − zc)10/3 − (−zc)10/3} + a12z

4/4

+a13{(z − zc)14/3 − (−zc)14/3}+
13∑

n=1
an+13z

n+4/(n+ 4)





,

(42)
dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk L, dan zc adalah kedudukan
koordinat bucu pada titik c. Pekali a1 hingga an adalah diberi seperti dalam kertas kerja
Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre, titik nod yang
dipilih di setiap sisi adalah 16 titik yang sama jarak iaitu 0.25 unit. Titik-titik p1, p2, p3 dan
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p4 adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai c = 0.410656087112× 101 adalah
pemalar yang diperolehi dari persamaan berikut,

c =





π

Re
(

N∑
n=1

anv′n(0)
)





1/2

, (43)

dengan an adalah pekali kompleks manakala vn ialah fungsi yang terpilih. Kriteria dalam
pemilihan fungsi tersebut dan mengira pemalar an boleh dilihat dalam Levin, Papamichael
dan Sideridis [10].

Jadual 4.:Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit.

n Kaedah Pemetaan dari Pemetaan dari
titik C(1,−1) F (−1, 1)

n = 16 Bergman 0.707124− 0.70709i −0.707114 + 0.7071i
n = 16 Szego 0.707107− 0.707107i −0.707107 + 0.707107i
n = 16 Levin, Papamichael 0.707091− 0.707091i −0.707091 + 0.707092i

dan Sideridis

Contoh 3: Daerah Berbentuk Trapezium
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Rajah 3 boleh diparameterkan seperti berikut

z(t) =





[(2 + 2a− i) + (−2a+ 2 i) t] 0 ≤ t ≤ 1
[(6 + i) + (−4) t] 1 ≤ t ≤ 2

[(−2 + 5i) + (−2i) t] 2 ≤ t ≤ 3
[(−14− 6a− i) + (4 + 2a) t] 3 ≤ t ≤ 4

dengan a =
1√
3
, dan b =

1√
3
.

Dalam contoh ini garis tangen pada t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 tidak tertakrif.
Walaupun begitu pada bucu-bucu tersebut (z0, z1, z2, z3) nilai vektor tangent unit adalah
hitung panjang vektor tangent unit dari kanan dan juga pada kiri bucu.
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Perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit dibuat bagi daerah tersebut
dengan yang diperolehi oleh Papamichael dan Sideridis [14].

Dengan merujuk semula persamaan (32) kita boleh menulis persamaan kamiran KST
bagi trapezium tersebut dalam bentuk

φ(t) +

1∫

0

k(t, s)φ(s)ds +

2∫

1

k(t, s)φ(s)ds +

3∫

2

k(t, s)φ(s)ds +

4∫

3

k(t, s)φ(s)ds = ψ(t) (44)

Mendiskretkan persamaan ini memberikan

φ(ti) + β
n [

n∑
j=1

k(ti, tj)φ(tj)+
2n∑

j=n+1

k(ti, tj)φ(tj)+

3n∑
j=2n+1

k(ti, tj)φ(tj) +
4n∑

j=3n+1

k(ti, tj)φ(tj)] = ψ(ti)
(45)

dengan nilai n dalam persamaan (45) adalah nilai nod yang dipilih pada setiap sisi. Jadual 5
di bawah adalah pemetaan Riemann dari setiap bucu kepada cakera unit.

Perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit bagi daerah tersebut dengan
yang diperolehi oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Dalam kertas kerjanya mereka
memilih titik nod disetiap sisi adalah n = 48. Jarak antara titik nod adalah sama jarak
iaitu 0.25 unit. Jadual dibawah adalah perbandingan pemetaan Riemann dari bucu daerah
trapezium ke cakera unit melalui inti Bergman, inti Szego dan terhadap pemetaan yang
diperolehi oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10].

Jadual 6: Perbandingan Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit.

N = 48 Pemetaan dari Pemetaan Pemetaan Pemetaan(
2 +

2√
3
,−1

)
dari (2, 1) dari (−2, 1) dari (−2,−1)

Inti Bergman (B) (B) (B) (B)
0.998739 0.992733 −0.98552 −0.985268

−0.0501997i +0.120342i +0.169561i −0.171015i
Inti Szego (S) (S) (S) (S)

0.99934 0.992923 −0.985885 −0.986045
−0.0363309i +0.118757i +0.167424i −0.166478i

Levin, Papamichael 0.998182 0.992737 −0.985128
dan Sideridis −0.0602785i +0.120303i −0.171825i

Jadual 6 menunjukan bahawa pemetaan dari bucu ke cakera unit dengan menggunakan
inti Bergman lebih menghampiri pemetaan yang di perolehi oleh Papamichael dan Sideridis
[14] jika dibandingkan dengan apa yang diperolehi dengan menggunakan inti Szego terhadap
persamaan kamiran KST.

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
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Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk
trapezium, kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil ke-
dudukan pada tiga bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik A,B dan C. Kita akan
mengambil nilai titik nod n = 48 bagi setiap sisi seperti mana Levin, Papamichael dan
Sideridis [10] lakukan bagi daerah yang sama.

Perbandingan dibuat terhadap pemetaan Riemann dari bucu yang dilakukan oleh Pa-
pamichael dan Sideridis [14].

Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah berbentuk trapezium ini, Pa-
pamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan dari kertas kerja yang ditulis oleh
Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaan nya adalah berbentuk seperti berikut,

f17(z) = c





4∑
n=1

an z/(z − pn) + a5z + a6{(z − zc)3/2 − (−zc)3/2}

+
3∑

n=1
an+6 z

n+1/(n+ 1) + a10{(z − zc)9/2 − (−zc)9/2}

+
7∑

n=1
an+10 z

n+4/(n+ 4)





,

dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk trapezium, dan zc adalah
kedudukan koodinat bucu pada titik c. Pekali a1 hingga an adalah diberi seperti dalam
kertas kerja Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre,
titik nod yang dipilih disetiap sisi adalah 48 titik yang sama jarak iaitu 0.25 unit. Titik-titik
p1, p2, p3 dan p4 adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai

c = 0.398146533868× 101

adalah pemalar yang diperolehi dari persamaan (43).

Contoh 4: Daerah Berbentuk Sisi Lapan
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Dengan merujuk semula contoh dalam contoh sebelumnya bagi daerah yang berbentuk
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sisi lapan, maka kita boleh mengambil semula persamaan (32) dan menulisnya dalam bentuk

φ(t) +

1∫

0

k(t, s)φ(s)ds +

2∫

1

k(t, s)φ(s)ds + ..+

7∫

6

k(t, s)φ(s)ds +

8∫

7

k(t, s)φ(s)ds = ψ(t)

(46)
mendiskretkan persamaan tersebut memberikan

φ(ti) + β
n [

n∑
j=1

k(ti, tj)φ(tj)+
2n∑

j=n+1

k(ti, tj)φ(tj)+..+

7n∑
j=6n+1

k(ti, tj)φ(tj) +
8n∑

j=7n+1

k(ti, tj)φ(tj)] = ψ(ti),
(47)

Selain dengan menggunakan kaedah Trapezium, kaedah kuadratur Gauss juga boleh
digunakan untuk menyelesaikan persamaan kamiran KST tersebut.

Dari Jadual 8 menunjukan pemetaan dari bucu ke cakera unit dengan menggunakan
inti Bergman dan inti Szego lebih baik dari yang di perolehi oleh Papamichael dan Sideridis
[14]. Pemetaan tepat hanya boleh diperolehi dititik bucu yang simetri sahaja, yang mana
dititik bucu tersebut kiraan boleh dibuat menggunakan eiθ dengan θ adalah π

2 .

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk
sisi lapan, kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil ke-
dudukan pada lima bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik A,B,C,G dan H. Ini
bertujuan di bucu-bucu tersebut pemetaan ke cakera unit boleh dikira dengan mudah. Ini
bukan sahaja pemetaan Riemann di titik ini terhadap cakera unit diketahui melalui teori,
tetapi juga diketahui melalui sifat simetri daerah tersebut. Kita akan mengambil nilai titik
nod n = 16 bagi setiap sisi seperti mana Papamichael dan Sideridis [14] lakukan bagi daerah
yang sama.

Jadual 8: Perbandingan Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit

k = 16 Pemetaan Pemetaan Pemetaan Pemetaan
dari (5, 5) dari (−3, 3) dari (−5,−5) dari (3,−3)

Inti Bergman 0.707107+ −0.707107+ −0.707107− 0.707107−
0.707107i 0.707107i 0.707107i 0.707107i

Inti Szego 0.707107+ −0.707107+ −0.707107− 0.707107−
0.707107i 0.707107i 0.707107i 0.707107i

Levin, Papamichael 0.707103+ −0.707108+ −0.707107− 0.707108−
dan Sideridis 0.707103i 0.707108i 0.707107i 0.707108i

Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah berbentuk sisi lapan ini, Pa-
pamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan dari kertas kerja yang ditulis oleh
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Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaannya adalah berbentuk seperti berikut,

f23(z) = c





2∑
n=1

anz/{z2 + (−1)n100}+
2∑

n=1
an+2{(z − zn)2/3 − (−zn)2/3}

+a5z +
2∑

n=1
an+5{(z − zn)4/3 − (−zn)4/3}

+
2∑

n=1
an+7{(z − zn)8/3 − (−zn)8/3} +

14∑
n=1

an+9z
2n+1/(2n+ 1)





dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk sisi lapan, dan zn adalah ke-
dudukan koordinat bucu pada titik c. Pekali a1 hingga an adalah diberi seperti dalam kertas
kerja Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre, titik nod
yang dipilih disetiap sisi adalah 16 titik yang sama jarak iaitu 1.00 unit. Titik-titikp1, p2, p3

dan p4 adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai c = 0.161338731615 × 102

adalah pemalar yang diperolehi daripada persamaan (43).

Jadual 9: Perbandingan bucu yang tak simetri.

k = 16 Pemetaan dari (−3, 5) Pemetaan dari (5,−3)
Inti Bergman −0.648101 + 0.761555i 0.761555− 0.648101i

Inti Szego −0.441453 + 0.897284i 0.897284− 0.441453i
Papamichael dan Sideridis −0.394928 + 0.918706i 0.918706− 0.394928i

Penyelesaian persamaan kamiran dengan menggunakan petua trapezium terhadap inti
Szego memberikan hasil penyelesaian yang lebih baik jika dibandingkan terhadap inti
Bergman.

3 Kesimpulan

Penyelesaian persamaan kamiran adalah dengan menggunakan petua Trapezium dan den-
gan mengambil nilai vektor tangen pada bucu ditakrifkan sebagai purata vektor tangen
dari arah sebelum dan selepas bucu. Keputusan ini memberikan hasil yang lebih baik ter-
hadap inti Bergman dan inti Szego jika dibandingkan dengan keputusan yang diperolehi
oleh Papamichael dan Sideridis [14]. Selain itu kaedah yang digunakan untuk mendapatkan
pemetaan Riemann ini jauh lebih mudah jika di bandingkan dengan kaedah yang digunakan
oleh Papamichael dan Sideridis [14].
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