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Abstrak Satu kaedah berangka diterangkan untuk mengira pemetaan konformal bagi
beberapa daerah terkait ringkas yang berbucu kepada daerah cakera unit. Kaedah be-
rangka yang dilakukan di sini adalah berpandukan kepada persamaan kamiran Fred-
holm jenis kedua terhadap inti Bergman dan inti Szego. Kaedah berangka yang digu-
nakan bagi menyelesaikan persamaan kamiran tersebut ialah kaedah Nystrom dengan
petua trapezium.

Katakunci Persamaan kamiran, pemetaan Riemann, inti Bergman dan inti Szego.

Abstract A numerical method is described for computing conformal mapping from
a simply connected region with corners onto the unit disk. The numerical method
is based on the Fredholm integral equations for Bergman and Szego kernels. The
numerical method for solving the integral equations is based on the Nystrom method
with trapezoidal rule.

Keywords Integral equations, Riemann mapping, Bergman kernel and Szego kernel.

1 Pengenalan

Pemetaan konformal berangka merupakan satu alat yang penting bagi ahli sains dan ju-
rutera terutamanya dalam menyelesaikan banyak masalah seperti dalam aerodinamik, elek-
trostatik, kapasitans dan lain-lain. Bagi daerah-daerah yang mudah, fungsi-fungsi pemetaan
konformal boleh diperolehi dalam buku analisis kompleks. Bagi daerah-daerah yang lain
seperti daerah yang berbucu, lihat Thomas [20], Papamichael dan Sideridis [13] dan juga
Kythe [15].

2 Pemetaan Riemann

Katakan 0 daerah yang terkait ringkas yang bukan keseluruhannya satah kompleks dan
katakan a € 2 satu titik tetap. Maka teorem pemetaan Riemann menyatakan wujud fungsi
analisis yang unik

R:Q—-A={w:|w <1}
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yang memenuhi syarat R (a) = 0, dan R’ (a) > 0. Fungsi R ini dipanggil fungsi pemetaan
Riemann. Andaikan daerah 2 disempadani oleh lengkung Jordan I' mengikut lawan arah
jam yang diparameterkan sebagai z(t) dengan 0 < ¢t < (. Jika z (¢) bergerak sepanjang T,
maka titik imej R (z (¢)) menyurih sebuah bulatan unit, iaitu

R (2(t)) = €@, (1)

Fungsi 6 dipanggil sebagai fungsi kesepadanan sempadan bagi pemetaan Riemann, lihat
Henrici [4]. Jika nilai 6 diketahui, menggunakan formula kamiran Cauchy, nilai R dan nilai
sonsangannya R~! boleh dikira dengan menggunakan formula berikut (lihat Henrici [4], m.s
380):

R L Y r

dan

_ 1P 20
1 _
R (w)—%/o mdt,iUEU, Z(t)EF.

Jika T' berkelas C? pada lengkung Jordan, iaitu I' adalah terbezakan selanjar dua kali,
maka R’ boleh dilanjutkan kepada fungsi yang selanjar pada ©, yang mana Q = QUT
dan R/(z) # 0 untuk z € T'. Kerzman dan Trummer [6] ada menunjukan bahawa fungsi
pemetaan R boleh dikira pada sempadan dengan menggunakan formula

RG) = T

1

,z€eTl (2)

dengan T'(z) = 2/(t)/|7'(t)| adalah vektor tangent unit yang bernilai kompleks pada z (t)
atas I'. Pemetaan f dari daerah 2 ke daerah G dipanggil analisis jika dan hanya jika ia
boleh beza. Teorem pemetaan konformal juga menyatakan jika pemetaan f : Q2 — G adalah
analisis dan f'(z) # 0 untuk setiap z € ), maka f adalah konformal.

Kita dapati teorem pemetaan Riemann tidak menerangkan sifat bagi R pada sempadan
Q malah ia digunakan pada pemetaan daerah sahaja, terutamanya pada set terbuka yang
terkait ringkas. Melalui teorem Osgood-Caratheodory, lihat Henrici [4], jika daerah 2 adalah
daerah yang terkait ringkas dan disempadani oleh lengkung Jordan I', maka R boleh dilan-
jutkan kepada © = QUT. Di sini R adalah bersifat homomorfisma dari Q ke U. Lengkuk
Jordan adalah lengkuk tertutup yang mudah dan tidak bersilang di antaranya.

Pemetaan Riemann boleh juga diperolehi dengan menggunakan kaedah berangka ter-
hadap persamaan (2) di atas. Walau bagaimanapun dalam mendapatkan pemetaan Rie-
mann dengan menggunakan persamaan di atas akan menghadapi masalah pada bucu dise-
babkan vektor tangent unit pada bucu tidak dapat didefinisikan. Oleh itu terdapat beber-
apa pendekatan dalam kertas kerja ini untuk mendapatkan pemetaan Riemann bagi daerah
yang berbucu. Pendekatan ini akan menggunakan persamaan kamiran peringkat kedua,
iaitu yang berhubungan dengan inti Szego dan inti Bergman.

2.1 Inti Bergman

Secara amnya, inti Bergman B (w, z) adalah analisis dalam w dan Z, dan memiliki dua sifat
seperti berikut:
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1. Sifat Hermitian: B (w,z) = B (z,w),w, z €  dan w € Q,

2. Sifat penjanaan semula: Bagi f analisis atas Q2 kita ada
// B(w, z) (2) [dz] = f(w) [dz] = dxdy, z=x +iy.
Q

Jika Bq dan By adalah inti Bergman atas € dan cakera unit U = {z : |z| < 1} masing
masing, maka Bergman [2] telah membuktikan

Bq (w,z) = /R (w)\/R'(2) By (R(w), R(2)), w,z € . (3)

dengan inti Bergman untuk cakera unit, iaitu

1
Bu(Rw). RE)) = — e

(4)
Jika T' adalah lengkung Jordan berkelas C?, maka B (w, z) selanjar atas set
OxQ—{(z,2):2€T}.

Dengan memilih w = a dalam persamaan (3) dan menggunakan sifat Hermitian inti Berg-
man, maka kita peroleh

B(z,a) = lR’ (a)R (2), 2 €9, (5)
us
atau setara dengan
/ - ™ oy
R (z) = 7B(G,G)B(z,a). z €. (6)

Seterusnya kita akan dapat mencari R(z) menggunakan

R(z) = /#M/LIZB(w,a)dw, Zeq. (7)

Jika T' adalah lengkung Jordan berkelas C?, maka persamaan (2) dan (5) memberikan

R(z) = 1T(z) B(z,a)

; m, zel. (8)

Kita juga boleh menulis persamaan (8) sebagai

atau

<.
IS
~
—~
o~
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Oleh yang demikian bagi menyelesaikan masalah pemetaan Riemann adalah memadai den-
gan menghitung inti Bergman.

Persamaan (5) boleh diselesaikan secara berangka bagi mendapatkan pemetaan Riemann
bagi daerah yang licin yang melibatkan kaedah proses ortonormal Gram-Schmidt untuk
pengiraan nilai inti Bergman, (lihat Henrici [4], muka surat 549). Selalunya kaedah berangka
bagi mendapatkan pemetaan Riemann dengan menggunakan kaedah proses Gram-Smith
adalah tidak stabil (lihat Rabinowitz, [16]. Satu kaedah alternatif telah diberikan oleh Murid
[11]. Di dalam tesisnya beliau menemui bahawa inti Bergman menepati persamaan kamiran
Fredholm jenis kedua. Persamaan kamiran jenis kedua ini adalah mudah untuk diselesaikan
dengan menggunakan kaedah berangka yang piawai. Persamaan kamiran tersebut, juga
dinamakan sebagai kamiran Fredholm jenis kedua atas sempadan T :

1 T(z)?
Bl /N(Z’w)B(waa)ldwl - 110 5. bagizel, aeQ, (12)
P
r (z—a)
dengan
1 [T ], weeluss

N (z,w) = L (13)
1 Im[2" (1)2' (1)] _
EW’ w=zec F,
dan ' adalah daerah terkait ringkas dan mempunyai sempadan I'. Persamaan (12) juga
dikenali sebagai persamaan kamiran sempadan bagi inti Bergman.

Menggunakan perwakilan berparameter z(t) bagi I', dengan 0 < t < [, persamaan

kamiran (12) menjadi

B
o(t) + / o(s, )p(s)ds = (1) (14)
0
dan
ot) = | (1) | B (=(t),a) (15)
viy=-—1 20 (16)

%Im [z(tz)f(tz)(s)} , t#Fs
v(t,s) = . (17)

1 2" (1) _
glm[z/(t)} t=s

Inti v (¢, s) yang baru ini dikenali sebagai inti parameter Neumann (Henrici [4], m.s. 394).
Persamaan kamiran (14) didiskretkan menggunakan kaedah Nystrom dengan petua trapez-
ium pada n titik nod. Maka kita peroleh

6t + 03 bt t)olt) = w(t), 1<i<n, (15)
j=1

Dengan mendefinisikan matriks M sebagai

p

Mij = —k(ti,1;), dan z; = 6(ti), i = ¥(t),



Pemetaan Konformal Melalui Persamaan Kamiran Terhadap Inti Bergman dan Inti Szego 53

maka persamaan (18) boleh ditulis sebagai sistem kompleks n persamaan linear dengan n
anu
(I+M)x=y, (19)

dengan B ialah matriks kompleks bersifat Hermitian-pencong. Diketahui (14) mempun-
yai penyelesaian yang unik, maka untuk kelas kuadratur yang agak luas maka sistem (19)
juga mempunyai penyelesaian yang unik, asalkan n adalah secukup besar. Setelah penye-
lesaian x; = ¢(t;) sudah diperoleh, maka persamaan (14) akan memberikan sebuah rumus
interpolasi yang cukup baik (lihat Atkinson [1]):

n

B(t) = () = Y wik(t,t;)b(t;). (20)

Jj=1

Seandainya R ialah fungsi pemetaan Riemann, dengan membezakan persamaan (1) akan
menghasilkan _
R (z(t)) 2 (t) = i0 (t) e?D.

Oleh itu kita juga boleh tuliskan ungkapan ini dalam bentuk
0(t) = arg (iR’ (2 (1)) 2’ (1)) (21)

Dengan menggunakan persamaan (15) setelah memasukkan nilai fungsi kesempadanan sem-
padan memberikan

0(t) = arg (=i (t)). (22)
2.2 Inti Szego

Katakan T'(z) = 2/(t)/|2'(t)| adalah vektor tangent unit yang bernilai kompleks pada z (t)
atas I'. Jika Sq dan Sy adalah inti Szego atas © dan cakera unit U = {z : |z] < 1}
masing-masing, maka (Bergman [2])

Sq (w,z) = /R'(w)\/R'(2)Su (R(w), R(z)), w,z € Q, (23)
dengan inti Szego untuk cakera unit ialah

1

Su(R(z), R(w)) = (= 2)

Jika T' adalah lengkung Jordan berkelas C?, maka S (w, z) selanjar atas set
OxQ—{(z,2):2€T}.
Dengan memilih w = a dalam persamaan (23) dan menggunakan sifat Hermitian inti Szego,

maka kita perolehi
1
S(z,a) = 2—\/R’ (a) R'(z), z € Q, (24)
™

atau secara setara
R'(z) = S(z,a)?, z €. (25)
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Seterusnya kita akan dapat mencari R(z) dari
R(z) = I /Z S(w,a)?dw, z € (26)
C Slaa) Jy ’ '

Jika T' adalah lengkung Jordan berkelas C?, maka persamaan (2) dan (24) memberikan

R(z) = lT(z) Sz a)

Persamaan (26) boleh diselesaikan secara berangka yang melibatkan kaedah proses ortonor-
mal Gram-Schmidt untuk pengiraan nilai Szego. Tetapi kaedah ini lazimnya adalah rumit
dan tidak stabil. Satu kaedah alternatif telah diberikan oleh Kerzman dan Trummer [6].
Mereka menemui bahawa inti Szego menepati persamaan kamiran Fredholm jenis kedua.
Persamaan kamiran jenis kedua ini adalah mudah untuk diselesaikan dengan menggunakan
kaedah berangka yang piawai. Persamaan kamiran tersebut, juga dinamakan sebagai kami-
ran Kerzman-Stein-Trummer (ringkasnya KST), ialah

S(z,a) + /A(z,a)S(w,a)|dw| =H(a,z) bagi z€T, a € (28)
r

dengan 2 adalah daerah terkait ringkas dan mempunyai sempadan I' yang licin manakala

H(w,z) = L () dengan w € Q dan 2z € T, w # 2, (29)
2mi (z — w)

ialah inti Cauchy dan

| H(w,z) — H(z,w) jikaw,z € I'danw # z
Alz w) = { 0 jikaw = z € T, (30)
Persamaan di atas juga boleh ditulis sebagai
_ ) H(z,w) — H(w, z) jikaw,z € I'danw # z
Alw, 2) = { 0 jikaw = z € T. (31)

Inti A(z,w) dikenali sebagai inti Kerzman-Stein dan ia adalah licin, Hermitian-pencong,
iaitu A(w, z) = —A(z,w), dan bersamaan sifar jika Q adalah cakera. Inti A(w,z) adalah
selanjar pada T’ x T'. Walaupun kedua-dua H(w, z) dan H(z,w) tidak dapat didefinisikan
pada z = w € T, tetapi Kerzman dan Stein [7] memerhatikan bahawa perbezaannya menye-
babkan nilai singularnya boleh dihapuskan. Inti Szego S(w,z) dan inti Cauchy H(w, z)
adalah sama jika dan hanya jika 2 adalah cakera.

Dengan menggunakan perwakilan berparameter z(t) bagi I', dengan 0 < ¢t < 3, per-
samaan kamiran KST (28) menjadi

dengan
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k(t,s) = |2/(6)]"% 12/ ()] A (2(8), 2(s)) (34)
D(t) = |2'(t) > H (a, =(2)). (35)

Persamaan kamiran (32) didiskretkan menggunakan kaedah Nystrom dengan petua kuad-
ratur Gauss pada n titik nod. Maka kita perolehi

o(t:) +

S

> k(i t)d(t;) =(t) 1<i<n. (36)
j=1

Dengan mendefinisikan matriks @ sebagai Q;; = k(t;,t;) dan =; = ¢(t;), yi = ¥(t;), maka
persamaan (36) boleh ditulis sebagai sistem kompleks n persamaan linear dengan n anu:

I+Q)x=y. (37)

dengan @ adalah matriks kompleks bersifat Hermitian-pencong. Diketahui (32) mempun-
yal penyelesaian yang unik, untuk kelas kuadratur yang agak luas, maka sistem (37) juga
mempunyai penyelesaian yang unik, asalkan n adalah secukup besar. Setelah penyelesaian
x; = ¢(t;) diperolehi, maka persamaan (32) akan memberikan sebuah rumus interpolasi
yang cukup baik (lihat Atkinson [1]), iaitu

$(t) = P(t) = = D k(t,1;)$(t;)- (38)
j=1

Maka menggunakan hubungan (1), fungsi kesepadanan sempadan 6(t) berhubung dengan
inti Szego, dikira melalui cara (Kerzman dan Trummer [6])

0(t) = arg (—ig?(t)2/(t)) . (39)

Dari persamaan (5) dan (24) di perolehi hubungan yang klasik diantara inti Szego dan inti
Bergman, iaitu,
B(z,a) =47 S (z,a)”. (40)

2.3 Perlaksanaan Berangka Untuk Rantau Berbucu

Dengan mendiskretkan persamaan kamiran (14) dan (32) dengan menggunakan kaedah
Nystrom dengan petua trapezium dan memilih titik kollokasi yang sama jarak t; = (i — 1)%7
maka kita peroleh

o(t;) +

SEReY

Z k(ti, t)o(t;) = w(t:) 1 <i<n.

Dengan mendefinisikan matriks V' sebagai

Vi = Zh(ti,13) dan = 6(10), wi = (0,
maka persamaan di atas boleh di tulis sebagai system kompleks n persamaan linear dan n
anu.
IT+V)x=y.

Keseluruhan program komputer dijalankan dengan menggunakan pakej MATHEMATIKA
(Wolfram [21] dengan 16 titik perpuluhan.
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2.4 Contoh-contoh Berangka
Contoh 1: Daerah Segiempat

B(o, %)
A(750)
C(—\%,O) 0(0,0)
D(O,—%)
Rajah 1

Rajah segiempat di atas dapat diparameterkan seperti berikut

%[1—1—(1’—1)15] 0<t<1

B %[(2i+1)—(1+i)t] 1<t<?2
(1) = T2i-3)+(1—i)f 2<t<3
\%[(—42’—3)—1—(1—1—2%] 3<t<4

Dari persamaan (14) kita boleh menulisnya dalam bentuk

1 2 3 4
o)+ [ k(t,s)p(s)ds + [ k(t,s)p(s)ds + | k(t,s)p(s)ds + [ k(t,s)p(s)ds = ()
[t [t [ |
Mendiskretkan persamaan tersebut memberikan

¢(fz')+%[i:lk(fiatj)¢(tj)+ % (ti, t;)o(t;)+

3n 4n =t (41)
S k(L)) + S Rt t)é(t)] = (t),
j=2n+1 j=3n+1

dengan n adalah bilangan nod yang dipilih pada setiap sisi.

Dalam contoh ini vektor tangen padat =0, ¢t =1, t =2, t =3 tidak tertakrif. Nilai
vektor tangen pada bucu-bucu tersebut (zg, 21, 22, 23) ditakrifkan sebagai purata vektor
tangen dari arah sebelum dan selepas bucu.

Kita senaraikan dalam Jadual 1 ralat yang bukan pada bucu iaitu

1R (2(1)) = Bn (2(1))l| o -

dengan R (z(t)) ialah nilai sempadan sebenar dan R,, (2(¢)) ialah nilai penghampiran yang
diperolehi.
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Nilai n ialah titik nod yang dipilih disetiap sisi bagi daerah yang dipilih. Manakala kita
senaraikan juga nilai pemetaan Riemann dari setiap bucu kepada cakera unit seperti dalam

Jadual 2.

Jadual 1: Ralat ||R(2(t)) — Rn(2(t))||, untuk z(t) bukan pada bucu

n Inti Szego (S) Inti Bergman (B)
64 7.3677 x 1073 2.33959 x 10~4
96 5.68633 x 1073 1.82282 x 1074
128 4.71647 x 1073 1.51789 x 10~*
192 3.61436 x 1073 1.16717 x 10~4
400 2.22364 x 1073 7.20146 x 1075
600 1.69845 x 1073 5.50451 x 107°

Jadual 2: Pemetaan dari bucu ke cakera unit.

1 ) -1 —1
n Pemetaan dari — Pemetaan dari — Pemetaan dari — Pemetaan dari —
V2 V2 V2 V2
64 (S) ) ) (S)
1+ 1.40492 x 107165 | —1.60814 x 10~ 164 + 14| —1 — 1.22461 x 10~ 164 | —1.60814 x 1016 — 15
(B) (B) (B) (B)
1 —1.03057 x 107165| 6.12303 x 10717 + 14 |—1 —1.22461 x 10~165| —1.60814 x 1016 — 15
96 (S) ) ) (S)
1—8.68731 x 10~ 164| 6.12303 x 10717 + 15 | —1 + 1.22461 x 10165 | —6.04903 x 10~ 16 — 14
(B) (B) (B) (B)
1+ 4.55825 x 107164 | —1.60814 x 10716 4+ 15 | —1 + 1.22461 x 10~165| 2.83275 x 10716 — 15
128 (S) () S) (S)
1+ 3.50266 x 107165 2.83275 x 10~16 415 |—1 — 1.89882 x 10~15¢| 6.12303 x 1017 — 14
(B) (B) (B) (B)
1—5.0963 x 10716 | —1.60814 x 10716 4+ 14 | —1 4+ 1.22461 x 10~165| 6.12303 x 1017 — 15
192 () (S) (S) )
1+ 2.37289 x 10719 —1.60814 x 10716 4+ 15 | —1 + 1.22461 x 10~ 65| —3.04739 x 10~ 1% — 4
(B) (B) (B) (B)
1+8.67397 x 10~ 174| —1.60814 x 10~ 16 4+ 15 | —1 + 1.22461 x 10~ 164 | —1.60814 x 1016 — 15

Adalah jelas bahawa pemetaan Riemaan bagi daerah segiempat ke cakera unit boleh
diperolehi. Dari data yang diperolehi dalam jadual menunjukkan pemetaan Riemann dari

setiap bucu memetakan tepat ke kedudukan di cakera unit.
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Contoh 2: Daerah Berbentuk L

F(-1,1) E(3,1)

TR D(—1,-3)

A(~1,-3) B(1,-3)

Rajah 2
Rajah 2 di atas boleh diparameterkan seperti berikut:

(3—i)+2it 0<t<l
(T+i)—4t 1<t<2
dpy=Q (L) —dit 2<5t<3
(—=7-3i)+2t 3<t<4
(1—11i)+2it 4<t<5
(-9—i)+2t 5<t<6

Dari persamaan (14) kita boleh menulisnya dalam bentuk

1

o(t) + ({k(t, s)o(s)ds + 1f21€(t, s)o(s)ds + jk(t, s)o(s)ds+
4

f k(t,s)p(s)ds + 4[5 k(t,s)d(s)ds + Sfﬁk (t,s) @ (s)ds = P(t)

3

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk L
ini kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil kedudukan
pada dua bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik C' dan F. Ini bertujuan di bucu-
bucu tersebut pemetaan ke cakera unit boleh dikira dengan mudah. Ini bukan sahaja
pemetaan Riemann di titik ini terhadap cakera unit diketahui melalui teori, tetapi juga
diketahui melalui sifat simetri daerah tersebut. Kita akan mengambil nilai titik nod n = 16
bagi setiap sisi seperti mana Papamichael dan Sideridis [14] lakukan bagi daerah yang sama.
Jadual 4 menunjukan perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit den-
gan menggunakan kaedah persamaan kamiran KST yang menggunakan inti Bergman dan
inti Szego. Perbandingan dibuat terhadap pemetaan Riemann dari bucu yang dilakukan
oleh Papamichael dan Sideridis [14]. Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah
berbentuk L ini, Papamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan yang diwujudkan
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Tadual 3 Pemetar dad oo be cderamt.

h Pemetnm Pemetna Pemetnm Pemetnm Pemetnm Pemetnm
EZ.1) F-11) Af-1-3) Eil.3) L1y D313

4 (2] L) (2] L) 1) (2]
(1 54 173- 0707107+ 0.17728- . 100052- 0707107 | OSBL7HM-
01772001 0771071 0534 1731 08Bl Q7R | 0190053

B B B B B B
odtks. | vl | osiae | osbie | odiim | omebee
0 4615044 07T 02019144 0 A5aedai QAT | 0M7ETT

90 (=] 1] 1] 1] 12 2]
05751 -0.707 107+ 0.19936- ) 2000073- 0707 107- (1 59 7a-
0. 15936 0707 1071 0ee7ali 0o7ar QA7IF | 0200078

B E B B E B
osihe. | i | osblbe | osdin. | odibe | -odmore
0aM e 0707 i 0 564011 08524121 0 7070 083185

L4 (2] L) (2] 4] 1) (2]
) 53404 0707107+ 0.151325- 0 202547- 0707107 | O579314-
0151351 0771071 0 5534544 0 &ms14 QTR | 02T

B B B B B B
ofie. | e | omeem | osele | ol | -0imee
053100 0A07 10EL 02403781 085031 I IIL ] 02194001

1t (2] 4] (2] 12 1] (2]
0 550 195- -0.07 107+ 0. 14660 ) 215243 007107 | 051
0. 146604 0707 1071 0 559 1951 0513 QA7 | 02EME

E E E E E B
Dﬂg‘dlﬁ -D.?EIT{IJH ijﬁl}#- U.?E’T;ZS I:I.TETJ{II- -Déll%+
0 #95591 0707 1M1 0857 A0 0 2494051 QA7IELD | 0791341

Ak (2] 1] (2] 1] 15 (2]
() SEeEg- -0.707 107+ 0.141144- ) AIER55- 0707 10ry- 1 53 5a-
01411444 0707 1071 ) 5o 0570 QA7IF | 0208955

E E E E E E
osliie- | onelme | oshts | os5m | odfim | s
0 5747644 0707 1051 02198111 ) S4a4421 Q705 | 07651481

dari kertas kerja yang ditulis oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaannya

adalah berbentuk seperti berikut:

fa6(2) =

C

4

Y- anz/(2 = pn) +as{(z — 20)2/3 - (_20)2/3} + agz

n=1

Var{(z — 2 — (-
+a1023/3 + all{(z —

)
)

Y3} agz? /2 + ag{(z — 20)¥/% — (—2.)%/%}
10/3 _ (_20)10/3} +arpzt/4

13
+a13{(z - Zc)l4/3 - (—Zc)14/3} + Z an+132n+4/(n + 4)
n=1

(42)

dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk L, dan z. adalah kedudukan
koordinat bucu pada titik c. Pekali a; hingga a,, adalah diberi seperti dalam kertas kerja
Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre, titik nod yang
dipilih di setiap sisi adalah 16 titik yang sama jarak iaitu 0.25 unit. Titik-titik p1, p2, p3s dan
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ps adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai ¢ = 0.410656087112 x 10! adalah
pemalar yang diperolehi dari persamaan berikut,

1/2

™

e (£ )

CcC =

; (43)

dengan a,, adalah pekali kompleks manakala v,, ialah fungsi yang terpilih. Kriteria dalam
pemilihan fungsi tersebut dan mengira pemalar a,, boleh dilihat dalam Levin, Papamichael
dan Sideridis [10].

Jadual 4.:Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit.

n Kaedah Pemetaan dari Pemetaan dari
titik C'(1,—1) F(-1,1)
n =16 Bergman 0.707124 — 0.70709¢ —0.707114 + 0.7071%
n =16 Szego 0.707107 — 0.707107¢ | —0.707107 + 0.707107¢
n =16 | Levin, Papamichael | 0.707091 — 0.707091: | —0.707091 + 0.7070923
dan Sideridis

Contoh 3: Daerah Berbentuk Trapezium

D(-2,1) C(2,1)

0(0,0)

A(=2,-1) B(2+

Rajah 3
Rajah 3 boleh diparameterkan seperti berikut

[(2+2a—14)+ (—2a+2i)t] 0<t<1

_ (6 +14) + (—4) 1] 1<t<2
() = (=2 + 5i) + (—2i) ¢] 2<t<3
[(—14—6a—i)+ (4+2a)t] 3<t<A4

dengan a = %, dan b = %

Dalam contoh ini garis tangen pada t = 0, ¢t = 1, t = 2, t = 3 tidak tertakrif.
Walaupun begitu pada bucu-bucu tersebut (zo, 21, 22, z3) nilai vektor tangent unit adalah
hitung panjang vektor tangent unit dari kanan dan juga pada kiri bucu.
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Perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit dibuat bagi daerah tersebut
dengan yang diperolehi oleh Papamichael dan Sideridis [14].

Dengan merujuk semula persamaan (32) kita boleh menulis persamaan kamiran KST
bagi trapezium tersebut dalam bentuk

1 2 3 4
o(t)+ | k(t,8)p(s)ds + | k(t,s)p(s)ds + | k(t,s)p(s)ds + [ k(t,s)p(s)ds = (t) (44)
[t i [ |
Mendiskretkan persamaan ini memberikan

o0:) + 213 Kt t5)o()+ S k(e t))o(t)+

J Jj=n+1
3n in (45)
S R0+ D k(1)) = v(t)
j=2n+1 j=3n+1

dengan nilai n dalam persamaan (45) adalah nilai nod yang dipilih pada setiap sisi. Jadual 5
di bawah adalah pemetaan Riemann dari setiap bucu kepada cakera unit.

Perbandingan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit bagi daerah tersebut dengan
yang diperolehi oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Dalam kertas kerjanya mereka
memilih titik nod disetiap sisi adalah n = 48. Jarak antara titik nod adalah sama jarak
iaitu 0.25 unit. Jadual dibawah adalah perbandingan pemetaan Riemann dari bucu daerah
trapezium ke cakera unit melalui inti Bergman, inti Szego dan terhadap pemetaan yang
diperolehi oleh Levin, Papamichael dan Sideridis [10].

Jadual 6: Perbandingan Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit.

N =148 Pemetaan dari | Pemetaan Pemetaan Pemetaan
2
24+ 2 —1) dari (2,1) | dari (=2,1) | dari (=2, —1
2+ (2,1) (<2,1) | dari (~2,-1)
Inti Bergman (B) (B) (B) (B)
0.998739 0.992733 —0.98552 —0.985268
—0.0501997: +0.120342: | +0.169561¢ —0.1710152
Inti Szego (S) (S) (S) (S)
0.99934 0.992923 —0.985885 —0.986045
—0.03633097 | +0.118757: | +0.167424% —0.166478:
Levin, Papamichael 0.998182 0.992737 —0.985128
dan Sideridis —0.0602785¢ | +0.120303: —0.1718254

Jadual 6 menunjukan bahawa pemetaan dari bucu ke cakera unit dengan menggunakan
inti Bergman lebih menghampiri pemetaan yang di perolehi oleh Papamichael dan Sideridis
[14] jika dibandingkan dengan apa yang diperolehi dengan menggunakan inti Szego terhadap
persamaan kamiran KST.

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
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Jadaal 5: Pemetasn dard boaoa Ke caliers i,

1 Partetasm dari Pertietaar dari Pervetasm dari Pernetast dari
2 [2,1) (-2.1] -2:10
2+ 5 1)
16 [E] (5] (5] (5]
0973627+ 0997513+ -0.990204+ -0.988234-0,1529121
0.2194331 0.07050141 0.1296291 E)
B [1=)] 1=} -0, 999729,
0, 90933- 0. 999553 -0.9977ag- 002326421
001297061 0003625691 006632181
4 [E] (5] (5] (5]
0.931846+ 0995378+ 093644+ -0.987028-
0. 189631 01143951 0. 1641251 0. 160551
(B} (Bl (E) (B}
0.993421- 0992711+ -0.985286+ -0.985371-
) ) 01674171 0.1704221
0.05617 171 01205151
128 [E3] (3] (53] [63]
0.935025+ 09950259+ -0.936056+ -0.98632-
0.1724131 0.1178681 01664121 01645441
(E) (E) (E) (E)
0.993614- 0992738+ 0935627+ -0.985307-
005262461 01203761 0. 1689351 0.1707921
256 [E3] [63] (5] [63]
0937863+ 0992873+ 0985783+ -0.9855804-
0.1553281 01191771 0. 1680231 01673731
(E) (E) (E) (E)
0993544 0992734+ -0.9354 50+ 0,98 524 5-
004807411 01203381 01699111 01711521
Sl [E] (5] (5] (5]
0.990302+ 0992802+ -0.93559 1+ -0.985632-
01389311 01197711 0. 1691441 0.1629071
(E) (E) (E) (E)
0.999163- 0992736+ 0935354+ -0.985201-
004093691 01203111 0.1705191 01714031
40 [E3] (6] (5] (5]
0991002+ 0992738+ 0935543+ -0.985571-
01338421 0.1193341 0, 1694271 0.1692641
(E) (E) (E) (E)
0.999283- 0992737+ 098533+ -0.985191-
- 03785791 0.1203081 0. 1706621 0.17 14631
a0 [E3] (5] (5] (5]
0991355+ 099273+ -0.935519+ -0.985542-
0.1212071 0.1199331 0.1695631 0.169433%1
(B} (Bl (Bl (B}
01,9983 5- 0992737+ -0.9853 18+ -0.985186-
0.0360421 0.1203071 01707291 01714211
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Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk
trapezium, kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil ke-
dudukan pada tiga bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik A, B dan C. Kita akan
mengambil nilai titik nod n = 48 bagi setiap sisi seperti mana Levin, Papamichael dan
Sideridis [10] lakukan bagi daerah yang sama.

Perbandingan dibuat terhadap pemetaan Riemann dari bucu yang dilakukan oleh Pa-
pamichael dan Sideridis [14].

Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah berbentuk trapezium ini, Pa-
pamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan dari kertas kerja yang ditulis oleh
Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaan nya adalah berbentuk seperti berikut,

S 2/(z — pu) + asz + a6{(z — 2)¥% — (—20)¥2)

n=1

frr@) = ed + 3 anpe (1) + arof(z — 2)%/2 — (—2)%/2) b,

n=1

7
+ Z An+10 z"+4/(n + 4)
n=1

dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk trapezium, dan z. adalah
kedudukan koodinat bucu pada titik c. Pekali a; hingga a, adalah diberi seperti dalam
kertas kerja Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre,
titik nod yang dipilih disetiap sisi adalah 48 titik yang sama jarak iaitu 0.25 unit. Titik-titik
p1, P2, p3 dan py adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai

c = 0.398146533868 x 10!

adalah pemalar yang diperolehi dari persamaan (43).

Contoh 4: Daerah Berbentuk Sisi Lapan

B(-3,5) A(5,5)
D(-5,3) ~"]C(—3,3)
0(0,0)
3. =3) (5, -3)
E(-5,-5) ’—F-(& —5)
Rajah 4

Dengan merujuk semula contoh dalam contoh sebelumnya bagi daerah yang berbentuk
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sisi lapan, maka kita boleh mengambil semula persamaan (32) dan menulisnya dalam bentuk

1 2 7 8
o(t) + /k(t, s)o(s)ds + /k(t, s)op(s)ds + .. +/k(t,s)¢(s)ds +/k(t,s)¢(s)ds =(t)
0 1 6 7

(46)
mendiskretkan persamaan tersebut memberikan
n 2n
G(t:) + Z[3° k(ti, t)) o)+ > klti,t;)o(t;)+.+
j=1 j=n+1
™ 8n (47)
j=6n+1 j=Tn+1

Selain dengan menggunakan kaedah Trapezium, kaedah kuadratur Gauss juga boleh
digunakan untuk menyelesaikan persamaan kamiran KST tersebut.

Dari Jadual 8 menunjukan pemetaan dari bucu ke cakera unit dengan menggunakan
inti Bergman dan inti Szego lebih baik dari yang di perolehi oleh Papamichael dan Sideridis
[14]. Pemetaan tepat hanya boleh diperolehi dititik bucu yang simetri sahaja, yang mana
dititik bucu tersebut kiraan boleh dibuat menggunakan e dengan 6 adalah 5

Dalam contoh ini perbandingan pemetaan Riemann dibuat terhadap hasil yang diper-
olehi oleh Papamichael dan Sideridis [14] dan juga berpandukan dari kertas kerja Levin,
Papamichael dan Sideridis [10] bagi daerah yang berbucu. Bagi daerah yang berbentuk
sisi lapan, kedudukan pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit hanya mengambil ke-
dudukan pada lima bucu sahaja sebagai perbandingan, iaitu di titik A, B,C,G dan H. Ini
bertujuan di bucu-bucu tersebut pemetaan ke cakera unit boleh dikira dengan mudah. Ini
bukan sahaja pemetaan Riemann di titik ini terhadap cakera unit diketahui melalui teori,
tetapi juga diketahui melalui sifat simetri daerah tersebut. Kita akan mengambil nilai titik
nod n = 16 bagi setiap sisi seperti mana Papamichael dan Sideridis [14] lakukan bagi daerah
yang sama.

Jadual 8: Perbandingan Pemetaan Riemann dari bucu ke cakera unit

k=16 Pemetaan Pemetaan Pemetaan Pemetaan
dari (5,5) | dari (—3,3) | dari (—=5,—5) | dari (3,—3)
Inti Bergman 0.707107+ | —0.707107+ | —0.707107— 0.707107—
0.7071073 0.707107: 0.707107: 0.707107:
Inti Szego 0.707107+ | —0.707107+ | —0.707107— 0.707107—
0.707107: 0.707107: 0.707107: 0.707107:

Levin, Papamichael | 0.707103+ | —0.707108+ | —0.707107— | 0.707108—
dan Sideridis 0.7071031 0.707108 0.707107:% 0.7071082

Dalam menentukan pemetaan dari bucu pada daerah berbentuk sisi lapan ini, Pa-
pamichael dan Sideridis [14] menggunakan persamaan dari kertas kerja yang ditulis oleh
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Jadual 7: Pemetaan dan bum ke cakera umit.

n Pemeataan dani | Pametaan dan Pemetaan dar Pametaan dari
&(5,5) EB(-3,3) C(-3,3) D(-5,31
2 (5 0707107+ 0450442+ -0.707107+ ORT71474+
0707107 0871474 07071071 04904421
(E) 0707107+ 0 A1263+ -0.707107+ -0.79032+
0707107 0790521 07071071 061 2E%H
g4 (5) 0707107+ -0 483751+ -0.707107+ -0.385585+
0707107 (1. 8859681 07071071 04637514
(E) 0707107+ 0431137+ -0.707107+ 0.77%72+
0707107 077574 07071071 08311537
122 (5 0707107+ 0441453+ -0.707107+ -0.357284+
0707107 0897284 07071071 0441453
(E) 0707107+ -0 43100+ -0.707107+ 0781555+
0707107 0781555 07071071 06451011
256 (3) 0707107+ 0425244+ -0.707107+ -0.305079+
0707107 09050751 07071071 0425244
(E) 0707107+ -0 BEITES+ -0.707107+ 0747925+
0707107 07479251 07071074 06637834
312 (3) 0707107+ 041430+ -0.707107+ 0510137+
0707107 0910139 07071074 0.414303
(E) 0707107+ 0BTETI+ -0.707107+ 073816+
0707107 0736174 07071074 0BTERT:
n Pemetaan dar Pemetaan Pemetaan Pametaan dan
E(-5,-5) F3,-5) 3(3,-3) H(5,-3)
7 RS, -0.707107- 0490442 0707107 0871474
0707107 0871474 07071071 049044211
&) -0.70710- 0612654 0707107 0,79052-
0707107 0790521 07071074 0 Al2654
&4 (8 -0.707107- 0.483751- 0707107 01 835568
0707107 (.88 59661 07071071 04837511
(B -0.707107- 0A31137- 0707107 077572
0707107 077572 07071074 0A31137
128 (%) -0.707107- 0.44145% 0.707107- 0897284
0707107 0897254 07071071 0441453
(B -0.707107- 0.44145% 0707107 0897254
0707107 0897284 07071074 0441453
256 (8 -0.707107- 0425244 0.707107- 0.90507%-
0707107 0.9050754 07071071 0425244
(E) -0.707107- 0EE3TE% 0.707107- 0747525
0707107 0747925 07071074 08637831
2 -0.707107- 0.41430% 0.707107- 0.91013%-
0707107 0810139 07071074 0414303

65
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Levin, Papamichael dan Sideridis [10]. Persamaannya adalah berbentuk seperti berikut,

22: anz/{z? + (=1)"100} + nZizl aniof(z — 2,)%/3 — (=2,)%/%}

n=1
2
fas(2) = ¢S +asz+ Y angs{(z — 20)"3 = (—2)"%}
n=1
2 14
+ > ant7{(z - Zn)8/3 - (_Zn)8/3} + > an+922n+1/(2n +1)
n=1 n=1

dengan z adalah nilai bucu yang dipilih dari daerah berbentuk sisi lapan, dan z,, adalah ke-
dudukan koordinat bucu pada titik c. Pekali a; hingga a,, adalah diberi seperti dalam kertas
kerja Papamichael dan Sideridis [14]. Melalui formula kuadratur Gauss-Legendre, titik nod
yang dipilih disetiap sisi adalah 16 titik yang sama jarak iaitu 1.00 unit. Titik-titikpy, po, ps3
dan p, adalah titik yang dipilih pada daerah tersebut. Nilai ¢ = 0.161338731615 x 102
adalah pemalar yang diperolehi daripada persamaan (43).

Jadual 9: Perbandingan bucu yang tak simetri.

k=16 Pemetaan dari (—3,5) | Pemetaan dari (5, —3)

Inti Bergman —0.648101 + 0.7615557 | 0.761555 — 0.648101%

Inti Szego —0.441453 + 0.8972847 | 0.897284 — 0.4414531
Papamichael dan Sideridis | —0.394928 + 0.918706¢ | 0.918706 — 0.394928:

Penyelesaian persamaan kamiran dengan menggunakan petua trapezium terhadap inti
Szego memberikan hasil penyelesaian yang lebih baik jika dibandingkan terhadap inti
Bergman.

3 Kesimpulan

Penyelesaian persamaan kamiran adalah dengan menggunakan petua Trapezium dan den-
gan mengambil nilai vektor tangen pada bucu ditakrifkan sebagai purata vektor tangen
dari arah sebelum dan selepas bucu. Keputusan ini memberikan hasil yang lebih baik ter-
hadap inti Bergman dan inti Szego jika dibandingkan dengan keputusan yang diperolehi
oleh Papamichael dan Sideridis [14]. Selain itu kaedah yang digunakan untuk mendapatkan
pemetaan Riemann ini jauh lebih mudah jika di bandingkan dengan kaedah yang digunakan
oleh Papamichael dan Sideridis [14].
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