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In general, the method used to obtain the tensile strength from a Brazilian test depends on the elastic theory for a 
pair of concentrated forces. However, the contact areas between the specimen and loading platens are observed in 
experiments. Several attempts have been tried for the boundary conditions in modeling of an isotropic or orthotropic 
circular disk in the Brazilian test. The forces in only the normal direction to the loading platen or specimen have been 
dealt with in most of these models. Therefore, a dent in the contact area between specimen and loading platens is 
observed in numerical results from most models. However, no dents have ever been observed in experiments using 
loading platens. In this study, not only normal loads but also shear loads on the loading platens are adopted as boundary 
conditions. The depth of the resulting dent from the present model is smaller than those seen in previous studies. In 
addition, huge tensile stresses are observed near both edges of the contact area in the present model. Furthermore, 
cracks are also observed near both edges in experiments. In brittle materials, cracks are caused by tensile stress. 
Therefore, the accuracy of calculations is expected to be improved using the present model for Brazilian tests. 

Key words:  
Brazilian test, Tensile strength, Theoretical solution, Shear force, Boundary condition 

1 緒     言 
新興国においてダム開発，高速鉄道や原子力発電所の

建設などの大型プロジェクトが今後も期待される．これ

らの工事に先立ち岩盤の引張強さの把握は欠かせない．

これらの国ではいまなお普及した圧縮試験機を用いて容

易に行うことができる圧裂試験により引張強さが求めら

れている．

圧裂試験の問題点は直接引張試験に比べ，結果にばら

つきが生じることである．その原因の一つに加圧板上に

発生する圧力が未解明な点にある．我が国の地盤工学会

基準(JGS 2251-2009)1)や ISRM の基準 2)では等方性の線形

弾性円板の直径上に対向する集中荷重を作用させるモデ

ルにより求めている．しかし，実際は供試体と加圧板の

間には円周に対して田下凝灰岩では 4.4〜5.1％，セメント

改質土壌では 6.4％の接触面積が発生していることが報告

されている 3)．これらの研究では加圧板から供試体に作用

する圧力は等分布で仮定されてきた．しかしながら，平

面供試体を用いて圧裂試験を行った場合，接触面での変

形は加圧板に沿って発生するため，加圧板中心で加圧方

向に最大の変位が発生し，中心から離れるにしたがって

変位は減少し，両端部で変位は最小となる．これを再現

するために，著者らは加圧板中心で最大，両端で 0 とな

る余弦曲線で加圧板から受ける圧力 4)，あるいは接触面積

中心で等分布，両端部で余弦曲線となる圧力 5)を定義し解

析を行った．これらの圧力分布を用いた解析では加圧板

両端で発生する変位は最小になるものの，加圧板中心で

最大の変位が生じ試験時に生じる変位とは一致しない．

さらに，多くの圧裂試験では加圧板と供試体との接触面

の両端と思われる部分にひび割れが発生しており 6)-9)，こ

の原因は加圧方向の力のみでは説明できない場合もある．

圧裂試験を対象とする近年の研究を見ても，載荷方向と

クラックの進展を扱った Bahaaddini らの研究 7)，載荷面に

法線方向に作用する等分布荷重の理論解を扱ったErarslan

らの研究 7), 8)，加圧板との接触面において中心で最大，両

端で 0 とする分布荷重を用いた Kourkoulis らの研究 10)，

Markide らの研究 11), 12)，3 次元問題の理論解で扱った Wai

らの研究 13)，奥行き方向に圧力分布が均一でない問題を

扱った Serati らの研究 14)などがあるが，いずれも加圧板か

らの力は加圧板あるいは供試体表面から法線方向の圧力

のみを扱うに止まっている．

多くの岩石がその生成過程から力学的な異方性を示す．

異方性を示す材料に圧裂試験を行った場合，圧縮力の方

向や加圧板と供試体との接触面積により生じる最大引張

応力は異なった値を示すことは Lemmon らの研究 15)や著
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イアンス 17)，Re は括弧内の実部である．また，Amおよび

Bm は境界条件によって決定される複素定数，Pkm(zk)は供

試体表面を x-µky平面上で単位円に写像する写像関数であ

る．この問題の応力場と変位場を決定するためには式(1)

中のαm, βmを用いて式(4)中の Amおよび Bmを決定しなけ

ればならない．式(1)の定数項α0, β0は応力の計算には全く

関係なく，変位の計算においても剛体変位に関与するの

みである．したがって，式(1)を以下のように Fourier 展開

を行う．
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式(7)中の Fourier 係数 am，bmと式(1)の複素型の Fourier

係数αm，βmとの間には以下のような関係がある．
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各項は以下のように表すことができる．
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ここに，a1m，a2m，a3mはそれぞれ 0<θ<ω/4，ω/4<θ<π-ω/4，

π-ω/4<θ<πについての Fourier 係数であり，以下のように

表すことができる．
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これらの Fourier係数と式(4)中のAmおよびBmとの関係

は以下の連立方程式に示される．
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これらの連立方程式を解くことによって，Am および Bm

の値が決定される．なお，本研究で扱う応力および変位

の計算に剛体変位あるいは物体力は関係しないことから，

これらを表す項に関わる複素係数 A0, B0は，この研究にお

いて陽に定める必要は無い．

3 数値計算例と考察

3.1 境界条件の妥当性の検証

Fig. 3 に円板供試体表面に沿って発生する y 方向の合応

力の x 軸から左回りの積分値の Fourier 展開を，Fig. 4 に

Fig. 3 で用いた Fourier 係数を用いて Lekhnitskii の解から

得られたy方向の合応力のx軸から左回りの積分値をそれ

ぞれ 0°から 180°までの範囲で示した．いずれも接触面積

ω/(2π)は 4%と 8%とし，それぞれの場合に対し用いた項数

m は 50, 100, 150 の 3 つのケースを示した．得られた合応

力の積分値はせん断力 T で無次元化した．加圧板中心か

ら接触面積の端部まではω/(2π)=4%で 3.6°，ω/(2π)=8%で

は 7.2°となる．この解析では加圧板中心方向にせん断力を

作用させているため，0°付近では y 軸に対し負の方向に合

応力の積分値が増加する．加圧板と接触しない境界では

合応力は増加せず，180°付近すなわち反対方向の加圧板中
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者らの研究 16)により明らかである．したがって，本研究

では平面の加圧板と供試体の間に生じるせん断力を圧裂

試験の境界条件に採用し，異方性を示す岩石にも適用で

きるように応力および変位の計算が容易な Lekhnitskii の

異方性弾性解 17)を用いた解析手法を提示した．この研究

で提案したモデルに基づく数値計算例と考察では，条件

を特殊化した等方性の材料に対し境界条件の確認，加圧

板付近の変形，供試体内に発生する最大主応力，最大せ

ん断応力の分布を示す．さらに加圧板と接する供試体表

面上に作用させる圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を

示し，最大値が発生する点から供試体中心を結ぶ半径上

の圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を求め，載荷面積

中心から供試体中心を結んだ半径上に生じる応力との比

較を行う．これらの結果より，加圧板上に発生するせん

断力を理論解に取り入れることの妥当性を検証する．

なお，加圧板と供試体との間のせん断力を理論解に取

り入れた研究には ISRM の基準で用いられる湾曲した加

圧板上のせん断力を扱った Lavrov らの研究 18)あるいは加

圧板上のせん断力で供試体の回転を表した Markides らの

研究 19)があるが，この研究では平面の加圧板上のせん断

力を扱った．

2 問題の定式化

本研究では Fig.1 に示すような，圧裂試験において平面

の加圧板と半径 a の供試体との接触面上で，中心で最大，

中心から離れるにしたがって小さくなり，接触面両端で 0

となるような分布のせん断力 T を考える．

Fig.1 Distribution of shear stress on loading platens. 

ここに供試体中心を原点，加圧板と法線方向を x 軸, 加

圧板と平行な方向を y 軸とする．加圧板と供試体との接触

面の両端部の中心角の合計をω (rad)，x 軸から左回りの角

をθとすれば，y 軸方向のせん断応力の分布は Fig.2 のよう

になる．

本研究では異方性を示す岩石にも適用できるように

Lekhnitskii の複素応力関数を用い，直径に対して奥行きが

1/2程度の供試体への試験を想定して平面応力状態での応

力および変位の計算を行う 17), 20)．そのために，まず式(1)

に示すような複素形の Fourier 展開で定義された x 方向，y

方向の合応力 Xn, Yn の供試体表面 s に沿った積分値の

Fourier 係数αm,とβmが決定される．

Fig.2 Distribution of shear stress on y direction. 
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かつ応力テンソルσx, σy, τxyおよび x 方向，y 方向の変位 ux, 

uyは応力関数を用いて以下の式で求められる．
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これらの Fourier係数と式(4)中のAmおよびBmとの関係

は以下の連立方程式に示される．
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これらの連立方程式を解くことによって，Am および Bm

の値が決定される．なお，本研究で扱う応力および変位

の計算に剛体変位あるいは物体力は関係しないことから，

これらを表す項に関わる複素係数 A0, B0は，この研究にお

いて陽に定める必要は無い．

3 数値計算例と考察

3.1 境界条件の妥当性の検証

Fig. 3 に円板供試体表面に沿って発生する y 方向の合応

力の x 軸から左回りの積分値の Fourier 展開を，Fig. 4 に

Fig. 3 で用いた Fourier 係数を用いて Lekhnitskii の解から

得られたy方向の合応力のx軸から左回りの積分値をそれ

ぞれ 0°から 180°までの範囲で示した．いずれも接触面積

ω/(2π)は 4%と 8%とし，それぞれの場合に対し用いた項数

m は 50, 100, 150 の 3 つのケースを示した．得られた合応

力の積分値はせん断力 T で無次元化した．加圧板中心か

ら接触面積の端部まではω/(2π)=4%で 3.6°，ω/(2π)=8%で

は 7.2°となる．この解析では加圧板中心方向にせん断力を

作用させているため，0°付近では y 軸に対し負の方向に合

応力の積分値が増加する．加圧板と接触しない境界では

合応力は増加せず，180°付近すなわち反対方向の加圧板中
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者らの研究 16)により明らかである．したがって，本研究

では平面の加圧板と供試体の間に生じるせん断力を圧裂

試験の境界条件に採用し，異方性を示す岩石にも適用で

きるように応力および変位の計算が容易な Lekhnitskii の

異方性弾性解 17)を用いた解析手法を提示した．この研究

で提案したモデルに基づく数値計算例と考察では，条件

を特殊化した等方性の材料に対し境界条件の確認，加圧

板付近の変形，供試体内に発生する最大主応力，最大せ

ん断応力の分布を示す．さらに加圧板と接する供試体表

面上に作用させる圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を
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較を行う．これらの結果より，加圧板上に発生するせん

断力を理論解に取り入れることの妥当性を検証する．

なお，加圧板と供試体との間のせん断力を理論解に取

り入れた研究には ISRM の基準で用いられる湾曲した加

圧板上のせん断力を扱った Lavrov らの研究 18)あるいは加

圧板上のせん断力で供試体の回転を表した Markides らの

研究 19)があるが，この研究では平面の加圧板上のせん断

力を扱った．

2 問題の定式化

本研究では Fig.1 に示すような，圧裂試験において平面

の加圧板と半径 a の供試体との接触面上で，中心で最大，

中心から離れるにしたがって小さくなり，接触面両端で 0

となるような分布のせん断力 T を考える．

Fig.1 Distribution of shear stress on loading platens. 

ここに供試体中心を原点，加圧板と法線方向を x 軸, 加

圧板と平行な方向を y 軸とする．加圧板と供試体との接触
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になる．
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Fig.2 Distribution of shear stress on y direction. 
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3.4 加圧板との接触面に発生する引張応力

Fig. 9 に接触面付近の供試体表面に発生する加圧板か

らの圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を示す．供試体

は等方性，接触面積は 4%，垂直方向の圧力に対するせん

断力の大きさ T/P は 0, 0.2 および 0.4 とし，加圧板上の圧

縮力の分布は Fig. 5 と同じものを用いた．発生する応力の

値は引張を正とし，地盤工学会や ISRM で用いられてい

る等方性の供試体で発生する引張強さσyiso=P/πa で基準化

を行った．図には供試体と加圧板との接触面積に相当す

る長さも示した．せん断力が作用しない場合，加圧板付

近で引張応力が発生することはないが，せん断力が作用

すると接触面積端部よりやや内側の中心から 2.5°付近で

引張応力が発生している．せん断力の値が大きくなるに

Fig. 5 Distribution of compressive force. 

(a) Contact area 4% 

(b) Contact area 8% 

Fig. 6 Deformation around loading platen in specimen. 

したがってその値も大きくなっており，T/P=0.2 で約 25

倍，T/P=0.4 で約 69 倍となっている．

 (a) Under shear force 

(b) Without shear force 

Fig. 7 Spatial distribution of maximum principal stress. 

 (a) Under shear force 

(b) Without shear force 

Fig. 8 Spatial distribution of maximum shear stress. 

このことを受け，Fig. 9 と同じ荷重条件下での Fig. 10 に

示すような供試体中心と加圧板中心を結ぶ半径 A と供試
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心付近では再び負の方向に増加する．Lekhnitskii の理論解

によって得られた結果は境界条件を再現している様子が

見て取れ，接触面積が生じる問題を級数で扱った過去の

研究 4), 5), 16), 20), 22)と同様に接触面積が大きくなるほど収束

が早いことがわかる．しかしながら，接触面積 4%におい

ても m=100 と 150 では違いがほとんど見られないことか

ら十分な精度が得られるものとし，本論文の数値計算例

では m=100 を用いた．

 (a) Contact area 4% 

(b) Contact area 8% 

Fig. 3 Fourier expansion for boundary condition. 

(a) Contact area 4% 

(b) Contact area 8% 

Fig. 4 Boundary condition from present model. 

3.2 加圧板との接触面積付近の変位

加圧板表面上からのせん断力に加え，Fig. 5 に示すよう

な接触面積中心で最大，端部で 0 となる余弦関数で表さ

れる分布 4), 21), 22)の圧縮力を加え重ね合わせたときの接触

面付近の変形の様子を Fig. 6 表す．各図には供試体と加圧

板との接触面積に相当する長さも示した．接触面積は 4%

と 8%とした．圧縮力の方向の弾性係数を E1，それに対し

垂直方向の弾性係数を E2 とした場合，Lekhnitskii の弾性

解では E2/E1=1.0 では計算できない．E2/E1=0.98 とした場

合，圧裂試験において供試体中心で発生する引張応力の

誤差は接触面積 4%で 0.5%，接触面積 8%で 1.2%となり十

分な精度が得られるものとして，等方性の場合に対する

数値計算としてこの値を用いた．加圧板からの法線方向

の圧縮力 P に対するせん断力 T の大きさ T/P は 0, 0.2, 0.4

および 0.6 とした．横軸，縦軸はそれぞれ圧縮力，せん断

力の方向とそれに対して垂直の方向で，軸の値は供試体

中心からの距離を半径 a で基準化した供試体中心からの

距離である．変位の大きさは 0.01E1/a 倍して表した．加

圧板上に生じるせん断力が大きくなるにしたがって接触

面積部分に生じる窪みの幅が狭くなっている．接触面積

4%では T/P=0.4，8%では T/P=0.2 付近で加圧板端部付近の

窪みは消え，それらの値より大きくなると加圧板に向か

って隆起している様子が見て取れる．実際の圧裂試験に

おいて，加圧板に接している供試体表面の変形は加圧板

の形状に沿って生じ，供試体表面と加圧板との間に隙間

が出来ることはない．したがって，接触面に適切な値の

内向きのせん断力を作用させることによって，窪みがな

くなり実際の圧裂試験で生じる変形に近づけることが出

来た．しかしながら，本研究においても変形解析で接触

面積中心での窪みが生じていることから，加圧板上から

供試体表面に作用するせん断力の分布の形状を精査する

必要がある．

3.3 供試体内の応力分布への影響

Fig. 7 および Fig. 8 に加圧板上にせん断力が生じる場合

と生じない場合に供試体内に生じる引張を正とする最大

主応力および最大せん断応力の分布を示した．横軸およ

び縦軸はそれぞれ圧縮力の方向とそれに対して垂直の方

向を，値は供試体中心からの径 a で基準化を行った距離

を表す．各図には供試体と加圧板との接触面積に相当す

る長さも示した．接触面積は 4%，圧縮力 P に対するせん

断力 T の大きさ T/P は 0.4 とし，圧縮力の分布は Fig. 5 と

同じものを採用した．両図とも P=1.0 としたときの 0.8, 

1.0, 1.2, 1.4 および 2.0 の値が生じる場所について表した．

最大主応力，最大せん断応力ともせん断力が作用してい

る場合は接触面積端部より外側に増加している様子が見

て取れる．しかしながら，加圧板表面上に生じるせん断

力の影響は接触面付近に限られ，最大主応力，最大せん

断応力ではそれぞれ供試体半径 a の 0.05 倍， 0.1 倍だけ

加圧板から離れると，その影響はほとんど見られなくな

る．
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圧縮力に対して 2割のせん断力を作用させた場合でも接

触面積端部内側で ISRM や地盤工学会で提案されている

引張強さの 25 倍程度の引張応力が発生することが確認

できた．また，供試体中心と載荷面積中心を結ぶ半径上

ではこれほど大きな引張応力は発生しないことも確認

できた．平面加圧板を用いた実際の圧裂試験においては

接触面積の端部でひび割れが発生している例が多く，ま

たこの引張応力の発生は載荷方向の力のみでは説明で

きないものもある．したがって，平面加圧板を用いた実

際の圧裂試験においては供試体と加圧板との接触面積

を把握した上で，加圧板上に発生するせん断力を考慮す

ることによって数値計算の精度向上が期待できる．

本研究は異方性の解を用いたものの，数値計算例は等

方性の場合に限定した．また，2 次元の平面応力状態で

行ったため，奥行き方向の影響は考慮されていない．高

速度カメラなどを用いて実際の圧裂試験において破壊

が始まる箇所を検証し，異方性と圧縮力の方向などが及

ぼす影響を明らかにすることが今後の課題となる．
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体中心から接触面積中心より2.5°だけ傾いた半径B上で

発生する圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を Fig. 11 に

示した．ともに，発生する応力は引張を正とし，地盤工

学会や ISRM で用いられる等方性の供試体で発生する引

張強さσiso=P/πa で基準化した．半径 A 上では，加圧板に

せん断力を作用させることによって表面より半径の 0.05

倍付近で最大値が見られる．しかしながら，その値は

T/P=0.4 のときでも供試体中心で発生する引張応力の 2.8

倍程度である，一方，半径 B 上ではせん断力 T が作用し

なければ圧縮力に対して垂直な応力は発生しないが，せ

ん断力 T が作用すると圧縮力に対して垂直な応力の最大

値が表面で発生する．せん断力 T の値が大きくなれば表

面で発生する圧縮力に対して垂直な応力も大きくなる．

Fig. 12 に示されるように，圧裂試験では多くの供試体で

加圧板との接触面で 2 箇所のクラックが見られる 6)．この

解析で示されたように接触面積の端部付近で大きな圧縮

力に対し垂直な応力が発生し，接触面積中心と供試体中

心を結ぶ半径上で発生する引張応力によって破壊が生じ

る以前に供試体表面上に生じる圧縮力に対して垂直な応

力によって破壊が生じていることも推察される．

Fig. 9 Distribution of normal stress to compression near the surface 

of specimen. 

Fig. 10 Radius A and B in specimen for calculation of σy.

4 結     言 
岩石などのぜい性材料の引張試験を簡便に行うことが

できる圧裂試験において，理論解や解析解を使ったほと

んどの研究では加圧板あるいは供試体表面に対し法線方

向の圧力のみを検討し解析が行われてきた．本研究では

圧裂試験時に加圧板と供試体の間に生じる接触面積に載

荷方向の力のみならず，加圧板上に生じるせん断力を境

(a) σy on radius A 

(b) σy on Radius B 

Fig. 11 Distribution of normal stress to compression from center to 

surface of circular specimen. 

Fig. 12 Specimen after diametrical compression with flat platen6).

界条件に加えた．この境界条件を異方性を示す岩石にも

適用できるように異方性弾性解に用いて載荷軸上に発生

する引張応力の分布のみならず，供試体の変形，最大主

応力および最大せん断応力の分布を示した．さらに，供

試体表面に発生する圧縮力に対し垂直方向に発生する応

力を求め，最大値が生じる場所と供試体中心を結ぶ半径，

接触面積と供試体中心を結ぶ半径の二つについて圧縮力

に対して垂直方向に発生する応力を求め考察を行った．

変形の解析では，従来の解析で接触面積端部付近に発

生していた窪みを減らし，試験時の変形に近づけること

が出来た．最大主応力および最大せん断応力の解析では

加圧板上のせん断力の影響は供試体中の接触面積付近

に限られることが示された．さらに供試体表面に発生す

る圧縮力に対して垂直方向に発生する応力の計算では
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ることによって数値計算の精度向上が期待できる．
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方性の場合に限定した．また，2 次元の平面応力状態で

行ったため，奥行き方向の影響は考慮されていない．高

速度カメラなどを用いて実際の圧裂試験において破壊

が始まる箇所を検証し，異方性と圧縮力の方向などが及

ぼす影響を明らかにすることが今後の課題となる．
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体中心から接触面積中心より2.5°だけ傾いた半径B上で

発生する圧縮力に対し垂直方向の応力の分布を Fig. 11 に

示した．ともに，発生する応力は引張を正とし，地盤工

学会や ISRM で用いられる等方性の供試体で発生する引

張強さσiso=P/πa で基準化した．半径 A 上では，加圧板に

せん断力を作用させることによって表面より半径の 0.05

倍付近で最大値が見られる．しかしながら，その値は

T/P=0.4 のときでも供試体中心で発生する引張応力の 2.8

倍程度である，一方，半径 B 上ではせん断力 T が作用し

なければ圧縮力に対して垂直な応力は発生しないが，せ

ん断力 T が作用すると圧縮力に対して垂直な応力の最大

値が表面で発生する．せん断力 T の値が大きくなれば表

面で発生する圧縮力に対して垂直な応力も大きくなる．

Fig. 12 に示されるように，圧裂試験では多くの供試体で

加圧板との接触面で 2 箇所のクラックが見られる 6)．この

解析で示されたように接触面積の端部付近で大きな圧縮

力に対し垂直な応力が発生し，接触面積中心と供試体中

心を結ぶ半径上で発生する引張応力によって破壊が生じ

る以前に供試体表面上に生じる圧縮力に対して垂直な応

力によって破壊が生じていることも推察される．

Fig. 9 Distribution of normal stress to compression near the surface 

of specimen. 

Fig. 10 Radius A and B in specimen for calculation of σy.

4 結     言 
岩石などのぜい性材料の引張試験を簡便に行うことが

できる圧裂試験において，理論解や解析解を使ったほと

んどの研究では加圧板あるいは供試体表面に対し法線方

向の圧力のみを検討し解析が行われてきた．本研究では

圧裂試験時に加圧板と供試体の間に生じる接触面積に載

荷方向の力のみならず，加圧板上に生じるせん断力を境
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Fig. 11 Distribution of normal stress to compression from center to 

surface of circular specimen. 

Fig. 12 Specimen after diametrical compression with flat platen6).

界条件に加えた．この境界条件を異方性を示す岩石にも

適用できるように異方性弾性解に用いて載荷軸上に発生

する引張応力の分布のみならず，供試体の変形，最大主

応力および最大せん断応力の分布を示した．さらに，供

試体表面に発生する圧縮力に対し垂直方向に発生する応

力を求め，最大値が生じる場所と供試体中心を結ぶ半径，

接触面積と供試体中心を結ぶ半径の二つについて圧縮力

に対して垂直方向に発生する応力を求め考察を行った．

変形の解析では，従来の解析で接触面積端部付近に発

生していた窪みを減らし，試験時の変形に近づけること

が出来た．最大主応力および最大せん断応力の解析では

加圧板上のせん断力の影響は供試体中の接触面積付近

に限られることが示された．さらに供試体表面に発生す

る圧縮力に対して垂直方向に発生する応力の計算では
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