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Abstrak Makalah ini mempersembahkan kajian untuk membangun dan menilai pen-
gujian statistik Anderson-Darling (AD) dalam menguji kesesuaian taburan nilai ek-
strim teritlak (GEV). Jadual nilai kritikal statistik AD dibangunkan berdasarkan khi-
kuasa dua Pearson dan kebolehjadian statistik bagi taburan GEV menggunakan sim-
ulasi Monte Carlo. Nilai kritikal statistik ini dimodelkan menggunakan persamaan
regresi untuk menyediakan persamaan bagi menganggar nilai kritikal untuk sebarang
parameter bentuk taburan. Kajian simulasi berdasarkan beberapa bentuk taburan me-
nunjukkan bahawa statistik AD berdasarkan pengujian statistik kebolehjadian nisbah
mempunyai kekuatan yang lebih baik berbanding statistik AD berdasarkan khi-kuasa
dua Pearson dalam menguji kesesuaian taburan GEV.

Katakunci Statistik Anderson Darling; Kebolehjadian-nisbah; khi-kuasa dua
Pearson; L-momen.

Abstract This paper presents the results of developing and evaluating goodness-of-
fit tests for the generalized extreme value (GEV). The critical values tables AD test
are developed based on the Pearsons chi-squared and the likelihood ratio statistic for
GEV distribution is developed through Monte-Carlo simulation. The critical values
for the statistics are modeled through regression to provide equations to estimate the
critical values for any shape parameters distribution. Simulation studies using several
different distributional forms show that the critical values tables AD test based on the
likelihood ratio statistic has a larger power than the AD test based on the Pearson
chi-squared for testing the GEV distribution.

Keywords Anderson-Darling statistic, Pearsons chi-squared, likelihood-ratio,
L-moment.

1 Pengenalan

Sebelum sesuatu model taburan ditentukan untuk mengambarkan populasi satu set data
tertentu, adalah penting data tersebut diuji kesesuaiannya dengan model yang diandaikan.
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Pengujian kesesuaian statistik biasanya digunakan untuk mengukur darjah kesesuaian an-
tara taburan cerapan data sampel dengan teori taburan statistik. Penggunaan ujian statis-
tik yang betul dan mempunyai kekuatan yang tinggi adalah begitu penting. Ini kerana jika
ujian statistik yang digunakan tidak tepat dan mempunyai kekuatan yang rendah ia boleh
menyebabkan kebarangkalian penerimaan taburan yang palsu meningkat.

Pemasalahan utama yang dihadapi oleh para penyelidik dalam menguji kesesuaian sesu-
atu taburan adalah untuk mendapatkan jadual nilai kritikal bagi taburan dengan parameter
yang tak diketahaui. Bila menggunakan jadual bagi kes nilai parameter diketahui untuk
menilai kesesuaian taburan yang diuji, biasanya penerimaan hipotesis nol bagi taburan yang
diuji lebih tinggi berbanding penolakkan [1]. Secara umumnya, bila parameter tak dike-
tahui untuk sampel yang terhad, nilai kritikal pengujian statistik boleh diperolehi melalui
simulasi.

Kebanyakan kajian lepas membincangkan pengujian statistik berdasarkan taburan den-
gan dua parameter yang dianggarkan dengan menggunakan kaedah kebolehjadian maksi-
mum (lihat Zhang & Wu [15], DAgostino & Stephens [3], Evans et al [4]). Walau bagaimana-
pun dalam keadaan sebenar seperti dalam analisis frekuensi banjir, taburan dengan tiga
parameter adalah lebih diminati [5]. Evans et al [4] dapati untuk membangunkan taburan
dengan tiga parameter adalah begitu sukar kerana ianya didapati bergantung kepada param-
eter bentuk yang tak diketahui. Ketidakdapatan nilai kritikal bagi pengujian pemadanan
statstik bagi taburan dengan tiga parameter menyebabkan ramai penyelidik hanya meng-
gunakan jadual nilai kritikal pengujian statstistik berdasarkan taburan Normal ataupun
taburan lain yang sepadan (lihat Wang [14], Sulaiman et al [13], Pokhrel [8]). Ketepatan
samada untuk menerima atau menolak sesuatu taburan yang diuji berdasarkan nilai kritikal
taburan yang lain masih boleh dipersoalkan.

Pengujian kesesuaian statistik traditional berdasarkan fungsi taburan empirik seperti
statistik KS (Kolmogorv-Smirnov), AD, CR (Cramer von-Mises) dan W (Watson) telah
meluas digunakan dan dibincangkan untuk menguji kesesuaian sesuatu taburan. DAgostino
& Stephens [3] dapati statistik AD mempunyai kekuatan pengujian yang statistik yang
tinggi. Evans et al [4] telah membandingkan kekuatan statistik AD, KS dan korelasi Shipro-
Wilk dalam menguji kesesuaian taburan Weibull. Didapati statistik AD adalah yang terbaik
berbanding statistik yang lain. Gunes et al [6] dapati statistik AD adalah yang terbaik
berbanding statistik KS, CR dan W dalam menguji kesesuaian taburan Gauss songsang.

Ahmad et al [1] telah membangunkan jadual nilai kritkal statistik AD bagi taburan
GEV dan GL berdasarkan penganggar bias L-momen. Nilai kritikal statistik AD untuk
setiap parameter yang berbeza diringkaskan dengan mempuratakan nilai kritikal statistik
AD untuk setiap parameter. Beliau dapati statistik AD adalah statistik yang menarik dan
berupaya untuk menguji kesesuaian taburan frekuensi banjir.

Zhang [15] telah membangunkan statistik AD berdasarkan statistik kebolehjadian nisbah
dalam menguji kenormalan data. Kekuatan statistik ini didapati lebih baik berbanding
statistik traditional AD dalam menguji kenormalan data berdasarkan ujikaji data simulasi
Monte Carlo.

Dalam kajian ini, penganggar tanpa bias L-momen digunakan untuk membangunkan
jadual nilai kritikal statistik AD bagi taburan GEV dengan parameter tak diketahui. Statis-
tik khi-kuasa dua Pearson dan kebolehjadaian nisbah digunakan untuk membina statistik
AD. Kesesuaian jadual nilai kritikal bagi pengujian statistik AD ini diuji dan dibandingakan
dengan kesesuaian nilai kritikal statistik yang dibangunkan oleh Ahmad et al [1]. Kekuatan
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statistik AD yang dibangunkan berdasarkan statistik khi-kuasa dua Pearson dan kebole-
hjadian nisbah dibandingkan kekuatannya dalam memodelkan taburan GEV berdasarkan
data simulasi dari 7 taburan alternatif dengan parameter dan saiz sampel yang berlainan.

2 Taburan Nilai Ekstrim Teritlak

Taburan Nilai Ekstim Teritlak “General Extreme Value (GEV) telah diperkenalkan oleh
Jenkinson dalam tahun 1955. Taburan ini begitu meluas digunakan dalam kejadian ekstim
seperti banjir, kemarau, paras air laut ekstrim dan rebut dan telah dijadikan taburan piawai
di United Kingdom dalam analisis banjir [2]. Fungsi ketumpatan kebarangkalian (fkk) bagi
taburan GEV diberikan oleh

f(x) =
1
α

[
1− k

(
x− ξ

α

)]1/k−1

exp

{
−

[
1− k

(
x− ξ

α

)]1/k
}

(1)

dengan ξ, α dan k adalah parameter lokasi, skala dan bentuk masing-masing. Fungsi
taburan kumulatif bagi taburan GEV boleh ditulis sebagai

F (x) =

{
exp

[−{
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α (x− ξ)1/k
}]
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(2)

Kuantil bagi taburan GEV diberikan oleh

x(F ) = ξ +
α

k

[
1− [− ln {F (x)}]k

]
. (3)

Julat bagi pembolehubah rawak x bergantung kepada tanda bagi parameter k. Bila
k negatif (γ > 1.1396) pembolehubah x berada dalam julat ξ + α/k < x < ∞ yang
mana ia sesuai untuk analisis frekuensi banjir. Bagaimanapun, bila k positif (γ < 1.1396)
pembolehubah x akan mempunyai had atas dan ia akan berada dalam julat −∞ < x <
ξ + α/k yang mana tidak sesuai untuk analisis frekuensi banjir kecuali terdapat bukti yang
cukup supaya had atas wujud. Bila k = 0(γ = 1.1396), taburan GEV merupakan taburan
EV1.

2.1 Kaedah L-Momen

Pelbagai kaedah didapati berupaya untuk menganggar parameter fungsi taburan GEV
seperti kaedah momen (MOM), kebolehjadian maksimum (KM), dan L-momen (L-MOM).
Kaedah L-momen merupakan kaedah yang terkini yang begitu meluas digunakan dalam
analisis frekuensi banjir kerana pengiraannya ringkas, teguh dan menghasilkan anggaran
yang lebih tepat berbanding kaedah MOM [11].

Kebarangkalian pemberat momen “probability weighted moment (PWM) ditakrifkan
oleh Greeenwood et al [5] sebagai

βr = E[X {F (x)}r] =

1∫

0

x(F ) {F (x)}r
dF (x) (4)
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dengan x(F ) adalah kuantil bagi taburan dan F (x) adalah fungsi taburan kumulatif. Bagi
sampel tertib x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n), penganggar tanpa bias bagi PWM ditakrifkan sebagai

br = n−1
n∑

i=1

(i− 1)(i− 2)...(i− r)
(n− 1)(n− 2)...(n− r)

x(i) = β̂r (5)

dan penganggar bias bagi PWM ditakrifkan sebagai

br =
1
n

n∑

i=1

pr
i x(i) dan pi = (i− 0.35)/n. (6)

L-momen populasi ke-empat yang pertama dalam sebutan PWM dapat ditakrifkan oleh
Hosking [7] sebagai

λ1 = β0

λ2 = 2β1 − β0

λ3 = 6β2 − 6β1 + β0

λ4 = 20β3 − 30β2 + 12β1 − β0

(7)

Nisbah L-momen ditakrifkan sebagai

τ =
λ2

λ1
(8)

dan
τr =

λr

λ2
, r ≥ 3 (9)

dengan τ adalah ukuran bagi variasi (LCv), τ3 adalah ukuran bagi L-kepencongan (LCs)
dan τ4 adalah ukuran bagi L-kurtosis (LCk).

2.2 Anggaran Parameter GEV

Hosking [7] mendapati anggaran parameter bagi taburan GEV menggunakan kaedah L-
momen adalah

k = 7.8590c + 2.9554c2

c =
2b1 − b0

3b2 − b0
− ln(2)

ln(3)

α =
k(b2 − b1)

Γ(1 + k)(1− 2−k)

ξ = b0 +
α

k{Γ(1 + k)− 1} .

(10)

3 Pengujian Kesesuaian Taburan

Sebelum sesuatu taburan digunakan untuk mengambarkan populasi satu set data tertentu,
data tersebut perlu diuji kesesuaiannya dengan model taburan yang diandaikan. Pengu-
jian kesesuaian statistik digunakan untuk mengukur darjah kesesuaian antara sampel data
dengan taburan statistik yang diuji.
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Pengujian statistik yang digunakan dalam kajian ini adalah berdasarkan dua jenis statis-
tik iaitu

Z =

∞∫

−∞
Ztdw(t) (11)

dengan w(t) adalah fungsi berpemberat dan Zt adalah statistik khi-kuasa dua Pearson dan
statistik nisbah kebolehjadian

3.1 Statistik Khi-kuasa Dua Pearson

Statistik khi-kuasa dua Pearson ditakrifkan [3] sebagai

χ2
t =

n [Fn(t)− F (t)]2

F (t) [1− F (t)]
(12)

dengan Fn(x(i)) = i/n adalah fungsi taburan empirik bagi statistik tertib x(1), x(2), ..., x(n)

dan F (x(i)) adalah fungsi taburan kumulatif bagi taburan GEV yang sepadan. Dengan
memilih Zt = χ2

t dan w(t) = F (t) diperolehi statistik Anderson Darling dan ditakrifkan
sebagai

Z =

∞∫

−∞

n [Fn(t)− F (t)]2

F (t) [1− F (t)]
dF (t) = A2

n

A2
n = −

n∑

i=1

2i− 1
n

.
[
ln(F (x(i)) + ln(1− F (x(n+1−i)))

]− n.

(13)

3.2 Statistik Nisbah Kebolehjadian

Statistik nisbah kebolehjadian ditakrifkan oleh Zhang & Wu [15] sebagai

G2
t = 2n

{
Fn(t) ln

Fn(t)
F (t)

+ [1− Fn(t)] ln
1− Fn(t)
1− F (t)

}
(14)

Dengan memilih Zt = G2
t dan dw(t) = Fn(t)−1 [1− Fn(t)]−1

dFn(t) diperolehi Z An-
derson Darling (ZAD) seperti berikut

ZAD =

∞∫

−∞
n

{
Fn(t) ln

Fn(t)
F (t)

+ [1− Fn(t)] ln
1− Fn(t)
1− F (t)

}
1

Fn(t) [1− Fn(t)]
dFn(t)

=
n∑

i=1

[
ln F (x(i))

(n− i + 0.5)
+

ln[1− F (x(i))]
(i− 0.5)

]
. (15)

4 Nilai Kritikal

Dalam kajian ini, sampel rawak dari taburan GEV dijana menggunakan simulasi Monte-
Carlo untuk mendapatkan nilai kritikal bagi pengujian statistik AD dan ZAD bagi taburan
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GEV. Sampel bersaiz n = 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 50 dan 100 dijana dari taburan GEV den-
gan parameter taburan ditetapkan iaitu ξ = 0, α = 1 dan k = −0.5,−0.4,−0.3, 0.2,−0.1, 0,
0.1, 0.2, 0.3, 0.4 dan 0.5. Nilai setiap pengujian statistik dikira dan proses ini diulangi se-
hingga 10000 kali. Untuk setiap pengujian statistik yang dijana, nilai 10000 statistik ini
disusun. Nilai kritikal pada aras keertian 0.50, 0.25, 0.15, 0.10, 0.05 dan 0.01 diperolehi
berdasarkan nilai statistik tertib ke 50, 75, 85, 90, 95 dan 99 persentil bagi nilai 10000 statis-
tik yang ditertibkan. Nilai kritikal pengujian statistik untuk nilai k yang dipuratakan dapat
ditunjukkan dalam Jadual 1.

4.1 Penghampiran Statistik AD

Dalam usaha untuk mendapatkan anggaran statistik AD dalam Jadual 1 yang licin dan
mudah digunakan untuk pengiraan, nilai kritikal sebagai fungsi kepada parameter bentuk,
k dimodelkan. Hubungan antara nilai kritikal dan parameter bentuk, k dalam kes ini
disuaikan dengan persamaan polinomial peringkat ke-5 dan diberikan oleh

Y = a0 + a1k + a2k
2 + a3k

3 + a4k
4 + a5k

5, −5.0 ≤ k ≤ 6.0

dengan Y adalah nilai kritikal statistik AD dan ZAD, a0, a1, . . . , a5 pekali regresi dan k
parameter bentuk. Hubungan antara nilai kritikal dan parameter bentuk taburan GEV
dan pekali penentu R2 untuk statistik AD dan ZAD pada aras keertian 5% dan 10% untuk
nilai dan n = 10, 30, 60, 100 dapat ditunjukkan dalam Jadual 2(a) dan Jadual 2(b).

Pekali penentu R2 yang ditunjukkan dalam Jadual 2(a) dan Jadual 2(b) didapati be-
gitu menghampiri nilai 1. Ini menunjukkan bahawa persamaan polinomial peringkat ke-5
didapati sesuai untuk mengambarkan hubungan antara nilai kritikal AD dan ZAD dengan
parameter bentuk taburan GEV.

Ahmad et al [1] telah membina jadual nilai kritikal statistik AD bagi taburan GEV
dengan parameter tak diketahui untuk nilai ξ = 0, α = 1 dan k = −0.2,−0.1, 0, 0.1 dan
0.2 dan n = 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 50 dan 100. Hubungan antara nilai kritikal statistik AD
dan parameter bentuk k yang berlainan dibina hanya dengan mempuratakan nilai kritikal
statistik AD untuk setiap nilai k yang berlainan dan n yang tetap. Nilai kritikal statistik
AD bagi taburan GEV bila parameter tak diketahui yang diperolehi oleh Ahmad et al [1]
dikaji kesesuaiannya.
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4.2 Pengujian Kesesuaian Nilai Kritikal

Dalam menentukkan kesesuaian nilai kritikal pengujian kesesuaian statistik yang diban-
gunkan, simulasi Monte Carlo dilakukan. Sebanyak 5000 sampel rawak bersaiz n = 10, 30, 60
dan 100 dijana dari taburan GEV dengan parameter ξ = 0, α = 1 dan k = −0.3,−0.2,−0.1,
0, 0.1, 0.2 dan 0.3. Nilai statistik untuk setiap pengujian statistik dikira dan dibandingkan
dengan jadual nilai kritikal yang telah dibangunkan masing-masing. Hipotesis yang diuji
adalah

H0 : F (x) = Taburan GEV untuk kesemua x ∈ (0, ∞)

melawan
H1 : F (x) 6= Taburan GEV

Kadar penolakkan hipotesis nol bagi setiap taburan pada aras keertian 5% dan 10%
(kadar penolakkan yang dibenarkan) dapat ditunjukkan dalam Jadual 3. Shapiro & Chen
[12] menyatakan nilai kritkal yang dibangunkan adalah sesuai, jika kadar penolakkan hipote-
sis nol sesuatu taburan tidak berbeza daripada nilai aras keertian yang digunakan.

Keputusan yang ditunjukkan dalam Jadual 3 menunjukkan bahawa hampir kesemua
pengujian statistik AD dan ZAD yang dibangunkan menghasilkan kadar penolakkan disek-
itar 5% iaitu bersamaan dengan aras keertian yang digunakan. Statistik AD berada dalam
selang 0.44 dan 0.56, manakala statistik ZAD berada dalam selang 0.42 dan 0.52, pada aras
keertian 5%. Pada aras keertian 10%, statistik AD berada antara 0.92 dan 0.102, manakala
statistik ZAD berada dalam selang 0.93 dan 0.103. Secara keseluruhan didapati jadual nilai
kritikal statistik yang dibangunkan adalah sesuai.

Jadual nilai kritikal bagi statistik AD yang dibangunkan oleh Ahmad et al [1] didapati
mempunyai kadar penolakan yang jauh berbeza dengan aras keertian yang digunakan. Nilai
statistik AD didapati menghasilkan kadar penolakkan lebih tinggi berbanding aras keertian
terutamanya pada nilai k ≤ −0.2 dan lebih rendah pada nilai k > 0.1. Ini menunjukkan
jadual nilai kritikal yang dibina oleh Ahmad et al [1] hanya sesuai untuk menguji taburan
GEV pada nilai k antara 0.1 dan 0.1.

5 Kekuatan Pengujian Statistik

Simulasi Monte-Carlo digunakan untuk membandingkan kesesuaian pengujian statistik ber-
dasarkan nilai kritikal dari taburan normal dan taburan GEV. Kesesuaian setiap pengujian
statistik dinilai berdasarkan kadar penolakkan hipotesis nol.

Pengujian statistik yang menghasilkan kadar penolakkan tertinggi adalah pengujian
statistik yang terbaik. Bagi menentukkan kesesuaian pengujian statistik yang digunakan,
sebanyak 5000 sampel bersaiz n = 10, 30, 60 dan 100 dijana dari 7 taburan alternatif dan
nilai setiap statistik ditentukan. Taburan alternatif yang digunakan dalam kajian ini adalah
seperti berikut:

5.1 Taburan Lognormal 3

Fungsi ketumpatan bagi taburan Lognormal 3 (LN3) boleh ditulis sebagai

f(x) =
1

σ(x− ξ)
√

2π
exp

[
−1

2

(
ln(x− ξ)− µ

σ

)2
]

, ξ < x < ∞, σ2 > 0 (12)
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dengan ξ = 0, µ = 1 dan σ = 0.205, 0.413, 0.628, 0.852, 1.093 iaitu berpadanan dengan
pekali kepencongan L-momen, τ3 = 1, 2, 3, 4, 5 masing-masing.

5.2 Taburan Pearson 3

Fungsi ketumpatan bagi taburan Pearson 3 (P3) boleh ditulis sebagai

f(x) =
α−k

Γ(k)
(x− ξ)k−1 exp

(
−x− ξ

α

)
, ξ < x < ∞, k > 0 (13)

dengan ξ = 0, α = 1 dan k = 10.707, 2.732, 1.233, 0.689, 0.422 iaitu berpadanan dengan
pekali kepencongan L-momen, τ3 = 1, 2, 3, 4, 5 masing-masing.

5.3 Taburan Logistik Teritlak

Fungsi taburan logistik teritlak “Generalized Logistik (GL) diberikan oleh

f(x) =
1
α

{
1− k

(
x− ξ

α

)}( 1
k−1) [

1 +
{

1− k

(
x− ξ

α

)}1/k
]−2

dengan ξ = 0, α = 1 dan k = −0.1,−0.2,−0.3,−0.4,−0.5 iaitu berpadanan dengan pekali
kepencongan L-momen, τ3 = 1, 2, 3, 4, 5 masing-masing.

5.4 Taburan F

Fungsi taburan F diberikan oleh

f(x) =
Γ

[
1
2 (v1 + v2)

]
(v1/v2)

v/2
x(v1−2)/2

Γ
(

1
2v1

)
Γ

(
1
2v2

)
[1 + (v1/v2)x](v1+v2)/2

dengan (v1, v2) = (40, 10) .

5.1 5.5 Taburan Beta

Fungsi taburan beta diberikan oleh

f(x) =
Γ (α, β)

Γ (α) Γ (β)
xα (1− x)β−1

dengan (α, β) = (2, 2).

5.2 5.6 Taburan Normal

Fungsi taburan Normal diberikan oleh

f(x) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(
x− µ

σ

)2
]

dengan (µ, σ) = (100, 5).
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5.3 5.7 Taburan Eksponen

Fungsi taburan eksponen diberikan oleh

f(x) = 1− exp
(
−x

α

)

dengan α = 0.5.

6 Perbincangan

Kekuatan statistik AD dan ZAD bagi menguji kesesuaian taburan GEV dapat ditunjukkan
dalam Jadual 4(a) dan Jadual 4(b). Hasil analisis menunjukkan bahawa statistik ZAD
menghasilkan kadar penolakkan yang lebih tinggi berbanding statistik AD untuk hampir
kesemua taburan alternatif yang digunakan kecuali apabila data populasi dijana dari tabu-
ran GEV dan LN3 untuk nilai τ3 ≤ 0.2 pada kedua-dua aras keertian 5% dan 10%. Ini
menunjukkan statistik ZAD adalah lebih baik berbanding statistik AD dalam menguji ke-
sesuaian bagi taburan GEV.

7 Kesimpulan

Dalam kertas ini kami cuba membina jadual nilai kritikal statistik AD berdasarkan statistik
khi-kuasa dua Pearson dan nisbah kebolehjadian nibah bagi taburan GEV dengan param-
eter tak diketahui. Persamaan regresi dibina untuk mewakili nilai kritikal statistik untuk
setiap nilai parameter yang berbeza dan saiz sampel yang tetap. Kesesuaian jadual nilai
kritikal yang dibina diuji dan dibandingkan dengan kesesuaian jadual nlai kritikal statistik
AD yang telah dibina oleh Ahmad et al [1]. Kekuatan statistik AD dan ZAD bagi men-
guji kesesuaian taburan GEV untuk dipadankan dengan sebarang data dikaji berdasarkan
simulasi Monte Carlo.

Hasil analisis menunjukkan bahawa jadual nilai kritikal yang dicadangkan lebih baik
berbanding dengan jadual nilai kritikal yang dibina oleh Ahmad et al [1]. Statistik ZAD
yang merupakan pengujian statistik yang terkini didapati lebih baik untuk digunakan dalam
menguji kesesuaian taburan GEV untuk dipadankan dengan sebarang data.
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