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Abstrak. Dalam kertas ini kami perkenalkan satu kaedah siri Fourier
yang menurunkan persamaan pembeza separa tak linear yang muncul
dalam masalah resapan kepada satu sistem persamaan pembeza biasa
dengan syarat sempadan satu titik. Keputusan berangka yang diperolehi
menunjukkan kaedah ini amat berkesan dalam mencapai kejituan yang

tinggi disebabkan ketiadaan ralat pendiskretan pada pembolehubah
ruang.

I. PENGENALAN

Persamaan pembeza separa peringkat pertama muncul dalam
analisis mengenal proses resapan dalam kimia fizik yang membabitkan
kadar aliran bahan yang terserap serta cerun kepekatan yang
menyebabkan alirannya. la juga muncul dalam pemmusan“aliran haba

dalam satu bahan pepejal.

Pada umumnya wujud satu kelas persamaan tak linear
berbentuk

Ju du
a—aT+b$=f(x, t) (1.1)
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dengan a, b dan f bukan sahaja fungsi bagi x dan t tetapi juga fungsi bagi

u. Persamaan seperti inl memang telah lama diselidiki. Sebagai contoh
ahli matematik Perancis yang terkenal dalam abad ke-18, {aitu Joseph-

Louis Lagrange, telah merumuskan penyelesaiannya.

Penyelesaian am persamaan ini ialah F(E.. ,T]) = 0 dengan F suatu
fungsi sebarangan bagi dua pembolehubah E.» dan N dan E_,(X,t,u) =C
dan E..(X,t,u) = Cy membentuk penyelesaian satu sistem persamaan

pembeza biasa serentak yang dinyatakan dengan menyamakan

dx _dt_du
a b f 12

dengan a=0, b0, f20

Masalah menyelesaikan persamaan tak linear peringkat pertama yang

lebih umum berbentuk
fix,t,u,uy,uy) =0 1.3

dengan fungsi f tak linear dalam uy dan u; adalah lebih sukar lagi.

Penyelesalan beranalisis biasanya sukar untuk dilaksanakan. Namun

demikian beberapa bentuk tertentu persamaan pembeza separa seperti
f(ux ,ut) =0 (1.4

flu,ucngd =0 (L.5)

atau persamaan boleh pisah berbentuk
flx,uy) = glt.uy (1.6)

boleh diselesaikan lebih mudah lagi dengan menggunakan kaedah-
kaedah khas dengan menentukan kamiran lengkap atau menentukan u

dari persamaan

du = uedx + ugdt (L7
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Dalam kertas ini kita akan tumpukan perhatian kita kepada masalah

resapan tak linear berbentuk

du  du

3t U - Y 19
dengan ciri-ciri:
1. fix,t) dapat dinyatakan dalam bentuk

N
(00 =4po 0+ 3 [pr(Okos(212) + qr(sin (EX)] o
=

dengan L suatu nombor nyata dan N suatu integer positif serta pr

dan gr adalah koefisien yang merupakan fungsi bagi t.

2. pada t = O, ulx,t) dapat dinyatakan sebagai
M
=1 2nrx - (2TrX
u(x,0) =4k + 2‘; [ kikos ZBIX) + m, sin(28%)] o
= .

dengan k;, m; adalah pemalar dan M suatu integer positif.

3. u/x,t) adalah berulang dengan tempoh L dalam pembolehubah ruang.

Syarat terakhir ini memberi implikasi bahawa kita hanya perlu

menentukan penyelesaian untuk 0<x<L,t>0
II. PENURUNAN KEPADA BENTUK PPB

Misalkan wujud penyelesaian kepada persamaan (1.8) berbentuk

o0

ux,) =L fo(®) + 3 [fr(t) kos (BBIX) + g, (1) sin (BRIX)) ey
2 r=1 L L

Fungsi ini akan memenuhi syarat awal {1.10) jika



k, =01...,M
o ={% " =°
0, r > M
k r = 1,2,... M
0 _{ r’ Y Y y
8.0 0. r > (2.2)

Dengan membezakan (2.1) terhadap t dan x, kita perolehi

ou 1o - e 2nrx (e ein (2TIXY
5: =5 fo'(t) + El [fr (1) kos (-L—) + g'(t) sin (T,»]

Ju o
== . 211 in (20X 4 (200 P5199.4
- r=le( L ) £:(t) sin ( L )+(L ) & (Hkos ( L )]

Katakanlah hasildarab (u) [?) boleh ditulis dalam bentuk siri Taylor seperti berd
X

o0

(u) (ux) =%‘ao + 2 [ar kos (—2—711‘1) + b sin (zﬂljr—&)]

r=1

dengan a, dan b, dikaitkan kepada f; dan g dalam suatu bentuk tertentu.

Untuk mendapat perkaitan ini, kita gunakan kaedah pengiraan bersimbol.
Mula-mula kita takrifkan pengoperasi yang berikut :

c(r) = kos (ZEI%—)

s(r) = sin (ZLIC‘LX—)
fr)=£%(©
g(r) =g (1)

Zn) = 2L£
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Dengan yang demikian u dan uy dapat ditulis sebagai

©co

u=2fo+ 3 [ )+ g @ s()]

r=1
ux=, [-z(r) f(1) s(r) + z(r)g(r) c(@®)]

r=1
Dengan pendarapan kita perolehi

) = {1fo+3, [£0)c@) +gw)s0)] ]

r=1

{ > [z ) s@) + 200 g@) c@)] } (2.3)

r=1
Pendarapan ini dilakukan dengan menggunakan pakej pengiraan
bersimbol REDUCE untuk memberikan bentuk

1 21X i (2'IX
> ao+r§ [ar kos ( ’I‘fx)+ br sin ( T")]

Satu contoh hasil yang diperolehi dengan menggunakan f;. dan g. untukr
tidak melebihi 4 ialah
a =0

@ =2 (fog +fig2 - g + fogo - fogz + fas - fago)
® =%{2fogz +2fig1 + 2f105 + 2204 - 2f301 - 2f3g0)
= %43foga +3fig2 + 3figs + 3201 - 3fag1)

as = 2{4fogs + 4fia + 4200 + 4301 )

0= 2(5figs + 5fago + 5fac + a1

b1=L G0N N fofs-Sas - 9192 - 993~ 9300



76

%-Zfofz -f1%- 211 f3 - 2o fs +& - 20203 - 2a,0)

(3fof3 3fifz - 3fifs - 3fifs + 3g1g2 - 318

= %('4f0f4 - 4f f, -26 “ Bt 2% 3

%( 5fifs - 563 + Sg194 + Bgags)

Dengan menggantikan sebutan-sebutan yang sesual ke dalam persamaan
{1.8) kita perolehi

;— fo(t) + 3, [ £4v kos (Z'Efm) + g(t) sin (Zlifl‘— )] + ;— ao(t)
r=1

+ Z [ a.(t) kos (MTD‘) +b, (t) sin (2—71“9& )] (2.4)
r=1

N
=1 p+ 3, [ Pt kos BIX) + 1) sin (22X )]
r=1

Dengan menyamakan koefisien kita perolehi
1 ¢ 1 1
5 o+ 2a = Lp

£ O+ a = p)

' } r=12,.,y =maks (M,N) (2.5)
gr® +b () = q (V)

Tidak seperti strategi yang dikemukakan oleh Forrington [4], sistem ppb int
belum lagi mencukupi untuk mewakili pps yang asal. Ini kerana a; dan by
adalah juga fungsi f; dan g; untuk { < r. Bagi kes r > 2M, kuantit{ a, dan b,
perlu mengandungi f; dan g; dengan i< M sebagai faktor. Dengan demikian,
memandangkan kepada syarat awal adalah kesemuanya sifar untuk r > M,
maka seperti yang dicadangkan oleh Bahrom [1] dua persamaan tambahan

berikut adalah memadai untuk membentuk satu sistem ppb yang mewakili
(1.8).



£ + a(t) =

0
g;(t) + b= 0 }r—y+l,y+2,...,2M

(2.6)
Untuk r > 2M persamaan pembezanya adalah berbentuk

df; _ -
& =0. £(0)=0

dor _ -
it 0, g.0)=0

} r >2M

yang mempunyai penyelesaian

(=0, =0
Dengan demikian, pps asal telah dijelma menjadi sebilangan ppb finit (2.5)
dan [2.6) dengan syarat awal (2.2).

144 SATU CONTOH BERANGKA

Sekarang marilah kita perhatikan penyelesaian masalah

§E+u§E=kos(x+t)+l sin 2 (x + t) (3.1)
ot ox 2
dengan syarat awal u(x,0) = sin x. Penyelesaian tepat masalah ini diberi
oleh
ulx,t) =sin (x + t)
Perhatikan dalam contoh ini fungsi di sebelah kanan persamaan (1.8)
diberikan oleh

f(x,t) = kos (x + 1) + % sin 2 (x + 1)

=kosx kost-sinxsint
+ % (sin 2x kos 2t + kos 2x sin 2t

= 2 [pr kos rx + g, sin rx]
= (3.2)
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dengan
po =0
p1 =kost,
qi1 =-sint,
P2 = % sin 2t ,

= Lkos 2t
92=7 0s 2t
Baki=0,N =2

Padat =0, u{x,0) = sin x. Inibermaknakg=0,k; =0,k; =0, ....danmj =1,
mo =0, ..., faitu M = 1. Seterusnyay = maks (M.N) = 2. Dengan demtkian set
ppb yang mewakilli masalah asal diberikan oleh

fo +a0 = po®),  f(0) =0

fim+a = pi,  H0)=0

g +b = q®), gO=1 3.3

B +a = pat),  £0)=0

GO+ = @n),  20)=0

dengan
ao=0
ay = 'é‘(fogl + figg - f2g) )
ag = fogo + figh

dan

b) =% (fof1 - f1f2 - g1€2)

bp= 1 (-2faf1-/12+ 92

1
2

oleh kerana f, (t) =0 darl persamaan yang pertama, maka sistem ppb itu

terturun menjadi

y'l =kost -aj, V1 ©0=0
yp=siat-by, v20=1

(3.4)
Ys'—‘%stt‘aa- ys () =0

Vo=ilkos2t-b, a0 =0



et o T

a = % (V1y4 - yay2)

dz = Yiyz

b= Ji(-ylys - y2ya)
b= %{-y% +¥3)

dan pembolehubah tak bersandar y;, y9.y3. ¥4 digunakan masing-masing
untuk menggantikan fy, g1, fg, go . Sistem (3.4) seterusnya diselesaikan
dengan menggunakan perisian NAG rutin DO2BBF (Kaedah Runge - Kutta
Merson] dalam rantau 0 <x<2r,0<t< 10 . Ralat pada penyelesaiannya
ditunjukkan dalam Jadual 1. Perhatikan ralat ini terletak dalam
bendungan angka toleransi kejituan e = 107. Ini menunjukkan bahawa
ralat ini hanyalah disebabkan oleh pendiskretan pada arah t sahaja dan

lanya adalah dalam kawalan kita.

Jadual 1 : Ralat dalam penyelesaian berangka masalah resapan tak linear

dengandx=0.5n,€ = 1077

t x=0.0 x=0.5n X=x x=15n x=2n
0.0 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00 0.000E+00
1.0 -0.637E-07 0.368E-07 |-0.382E-07 0.650E-07 | -0.637E-07
2.0 -0.461E-07 0.109E-07 -0.344E-07 0.696E-07 -0.461E-07
3.0 0.455E-07 -0.657E-07 0.447E-07 -0.245E-07 0.455E-07
4.0 -0.198E-07 0.807E-08 0.731E-08 0.442E-08 | -0.198E-07
5.0 -0.677E-07 | -0.462E-07 |-0.172E-08 0.232E-07 | -0.677E-07
6.0 0.372E-07 -0.611E-07 0.965E-07 -0.726E-07 0.372E-07
7.0 0.495E-07 | -0.477E-07 0.587E-07 | -0.605E-07 0.495E-07
8.0 0.561E-07 0.257E-07 |-0.182E-07 |-0.131E-07 0.565E-08
9.0 0.514E-07 |-0.220E-07 0.448E-07 | -0.743E-07 0.514E-07
10.0 0.282E-07 | -0.226E-07 0.446E-07 | -0.503E-07 0.282E-G7
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IV  KESIMPULAN

Analisis ini telah menjelaskan bagaimana suatu masalah khas resapan
dengan ciri penyelesaian berulang pada arah pembolehubah ruang telah
dapat diturunkan menjadi satu sistem persamaan pembeza biasa tanpa
memasukkan ralat pendiskretan pada arah pemecahan tersebut.
Penggunaan kaedah ini untuk menyelesaikan persamaan Burgers ada
diberikan dalam Evans dan Sanugi [3]. Pada umumnya kaedah ini akan
dapat dijalankan bagi menyelesaikan sebarang masalah tak linear
berbentuk lain yang timbul dalam perumusan masalah resapan dengan
penyelesalan berulang. Adalah diharapkan satu perisian jalan sendiri yang
mengambil kira pemecahan berautomatik akan dapat dibina dan

dijalankan untuk mengambil peluang sifat penurunannya yang mudah ini.
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