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Abstrak. Kertas ini akan membuktikan bahawa sfera yang 
berjejari 1 unit dalam 3 matra merupakan sebuah permukaan 
Riemann.Pembuktian-pembuktian ini dirangka khas supaya 
mudah dengan penggunaan beberapa teorem yang asas dari 
Analisis Kompleks, Geometri Kerbezaan, Topologi dan juga 
koordinat sfera dsn silinder. Pembuktian setara pembinaan dan 
percanggahan digunakan ddam makalah ini. 

Secara amnya, suatu permukaan ialah merupakan suatu ruang 
topologi; suatu set yang biasa dengan topologi yang ditakrifkan. 
Walau bagaimanapun, permukaan Ftiemann ialah suatu permu- 
kaan yang memenuhi syarat-syarat berikut. 

1.1 TAKRIF. Suatu permukaan Ftiemann S ialah suatu ruang 
topologi dengan famili fungsi A = { y, : i E I) serta memenuhi 
syarat-syarat berikut: 

(1) S ialah ruang topologi HausdorST yang terkait. 
(2) Setiap y, ialah homeomo~sma dari domain U, ke subset 

terbuka Di pada C (satah kompleks). 
(3) { U, : i E I } ialah tudung terbuka untuk S. 
(4) Setiap fungsi transisi yang ditakrifkan adalah holomorli. 



10 TAHIR NIN A I I M A D  

2. PEMRUKTIAN PERMUKAAN RIELIANN 

1iit.a akan menggunakan taltrif 1.1 ~iiituk rne~nhuktikan S2 ialah 
perrnukaan Riemann. 

2.1 TEOREM. SZ = { (2, y, z )  E 'R" : sZ + yZ + z2 = 1 ) ialah 
perm u h a n  Rieman11. 

Bukti. Pertirnha~iglcan U ,  = S2 - {(0:0,1)} dan li2 = S2 - 
r + z y  {(0,0, -1)) serta dua fungsi yakni, y,(~. y. t ) = --- untuk [II 
1 - 2  

x - i y  
dan yz(x, y,  z )  = -- unt,uk Uz. Talxifian set terbula, v pada 

l + i  
S2 dalam bentuk v = Bn SZ deilgan 0 ialah set terbuka dalarn 
?x3. 

Rajah 1 

Sekarang kita sudah bersedia uiituk mr~lunjnkkan S2 ialah per- 
inultaan Riemann. 

bukti  : (Hnt r .~do~f f ) .  
41nbil PI , p z  E S' clengan p~ # p:! serta pi = ( . r , ,  y , ,  z ; ) .  Seterus- 
~ Y R  , hkrifian jiranan p, bagi ,i = 1 , 2  sehagai 

1 
I ( )  = { : [ ( X - - X , ) ~ + ( Y  - 1 , , ) 2 + ( z - 2 , ) 2 ] 2  < E , } .  

Biarkan 
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ialah metrik ruang Euklidean R3 yang biasa serta E = min{~i  : 
i = l , 2 ,3 ) .  

Rajah 2 

Takrifkan set terbuka V,  sebagai T/;: = N(p , ,  5 )  fl S2 bagi i = 
1,2. Tugas kita selanjutnya ialah untuk menunjukkan Vl dan V2 
tidak bercantum. Katakanlah Vl fl Vz # 0, maka dengan itu wu- 
jud p3 E n V2. Menggunakan ketaksamaan segitiga, 

Sehubungan itu kita dapati EQ < E yakni suatu pencanggahan. 
Justeru itu & n V2 = 0 lantas S2 ialah Hausdorff. 

bukti : (terkait). 
Kita memerlukan takrif dan teorem berikut untuk menunjukkan 
S2 adalah terkait. 

2.2 TAKRIF. Suatu ruang topologi X ,  ditulis sebagai ( X , T ) ,  
dikatakan terkait secara lintasan jika setiap dua titik pl ,pz E X  
dapat disambungkan dengan suatu lintasan dalam ruang topologi 
tersebut. 
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2.3 TEOREM[5]. Jika (S, T )  rcrkait secara lintasan, maka 
(X, r )  terkait. 

Iiita akan n~enggunakan koorcli~lat sfera untuk rnrnunjukkan S2 
adalah terkait secara lintasan. 

Rajah 3 

Takrifkan komponen koordinat P(6, T, u;) dengan 

6 = jarak dari P ke asalan 

T = sudut dari paksi-.r positif ke garis OQ 

w = sudut dari paksi-z positif ke garis O P  (2.1) 

serta h = 1,O 5 r < 2 i ~  dan 0 < 4 5 2x. Biarkan P,(l,  T,,w,) 
clan Pb( l ,  rh.&,,) sebarang dua titik pada S2. Takrifkan fungsi 

dengan f ( n )  = (1, (1 - n ) r ,  + n q ,  (1 - n)u. .f nub) .  h4asalalmya 
sekara.ng untuk menunjukkan f ( n )  E SZ. Dari rajah 3, kita dapat 
hubungan I. = 6 s i n w , ~  = r dan : = Fkosw, tetapi kita juga ada. 
hubungan .T = rkos r dan y = T  sin^. Justeru i tu  kita boleh tulis 
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x = 6 sin wkos T ,  y = 6 sin w sin T dan z = 6kos w. Menggunakan 
takrifan f (n), kita dapati 

x = sin[(l - n)wa + nwb]kos [(l - n ) ~ ,  + nrb] 

dan 
z = kos ((1 - n)w, + nwb]. 

Lihat, f (n) E SZ kerana 

Lantaa SZ adalah terkait apabila teorem 2.3 digunakan. 

bukti : (Us ialah domain untuk i = 1,2). 
Ui dinamakan domain jika ia terbuka dan terkait. Kita tahu ba- 
hawa Ul = SZ - { (0,0,1) ). Pilih k E UI . Jelas k # (0, 0, I )  d m  
d(k, (0, 0,l)) = r dengan r > 0. Kemudian kita dapati N(k, r) = 
{ p  E S2 : d(k,p) < r )  C Ul kerana j i b  (O,O, 1) E N(k,r) maka 
d(k, (0,0,1)) < r dan ini adalah percang&an. Justeru itu Ul 
adalah terbuka. 

Dengan cara yang sama seperti di ataa, kita juga dapat tun- 
jukkan bahawa Uz = 9 - { (0,0, -1) } adalah terbukrt. Seterus- 
nya kita ingin menunjukkan bahawa Ul adalah tericait. Kita 
akan menggunakan langkah yang sama seperti pada S2 tetapi 
dengan sedikit ubah suaian. Menggunakan (2.1) serta takrifkan 
6 = 1 , O  < T 5 27r dan 0 < w < 27r supaya P ( ~ , T , w )  # (0,0,1). 
Kemudian takrifkan semula 
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Seterusnya, n~enggimakan (2.2) dan (2.3),  kith dapat tunjukkan 
(2.4). Masalah kita cuma untuk ~nenunjuklian .? f 1. Katakanlah 
z = 1, maka kos { (1 - n ) ~ ,  + nub } = 1. Ini me~nbawa erti ( 1  - 
n)w, + nwb = kos-'1 = 0 , h .  Jika (1 - 1 1 ) ~ ~  + RWI, = 0 ,  maka 
(1 - n)w, = -nwb. Tetapi 0 5 n 5 1 1 2 1 - n 2 0 
atau dengan kata lain 1 - 11 adalah sentiasa positif. Kit,a juga 
sedia maklum bahawa (1 - n)w, = -nub jika dan hanya jika 
w,, = wb = 0 dan ini adalah suatu percanggahan kerana w, > 0 
untuk 7 = a. b. Ole11 yang demiltian ( 1  - n)w, + nub # 0 . 2 ~  
kerana kos0 = kos27r = 1. Justeru itu f ( n )  E Ul, Vn 6 [0,1] lantas 
IT1 adalah terkait. 

Sekarang kita hendak menggunakan teorc~n yang berikut untuk 
menunjukkan U2 adalah terkait. 

2.4 TEOREM[4]. Jika .4 adalnh terkait dan f : A + B 
addah selanjar, maka f ( A )  adalah terkait. 

Takrifian f : Ul -+ IT2 seperti di bawah, 

yakni refleksif relatif terhadap satah-xy. Jelas f adalah selan- 
jar lagi rnenyeli~mh dan d~ngan  menggunakan teore~n di atas, 
f (CI)  = U2 adalah terkait. 

bukti : (horneom~o~fisma).  
Di sinilah geometri kerhezaan aka11 menolong kita. 

2.5 TAKRIF. Katalah F : En ---t En' ialah suatu pemetaan. 
Jika v iaiah vektor tangen pada En di p, katakanlah F,(v)  halaju 
awal iengkung t --+ F(p + t v )  padn Em. Fungsi dinamakan 
peta terbitan F. 

2.6 TEOREM[3]. .Jib F = (f,, f 2 , .  . . , f,,) ialahpernetaan dari 
En lie Em, maka 
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dengan U j  ialah tapak asli. Matrik Jakobian F pada p  ialah 

( ( ~ ) ( ~ ) ) , l < i ~ m , l ~ j ~ n .  

2.7 TEOREM[3]. Jika F : En -4 Em ialah pemetaan dengan 
Flp ialah satu ke satu pada suatu titik p, maka ada set terbuka U 
yang mengandungi p dengan penyekatan F ke U ialah dXeomor- 
fisma U -+ V keselwh set terbuka V. 

Sekarang katakanlah bahawa 

tertakrif pada Ul. Justeru itu, 

Dari komponen-komponen rnatrik Jakobian di atas, bolehlah diru- 
muskan bahawa 

Oleh itu, 



dan seterusnya. 

Jika itulah kcadaannya maka kita dapati bithawa yl adalah satu ke 
satu, nlenggunakan Teorem 2.7 ia adalah homeomorfisma. 
Dengan langkah yang sama kita dapat tunjukkan y2 adalah 
homeomorfisma. 

b.u.kti : (fu./at terbuka). 
r + i  

Ingat yi : 0; - D, dengan ~ i ( x ~ . y ; , x i )  = 1 -i, E C untuk 
i = 1 , 2 .  Jelas D, = C untuk i = 1 , Z  ICih sedia ~naklum C 
adalah t,erhuka kerana untrik scbarang p E C d m  untuk seharang 
r > 0, N ( p ;  T )  C C kerana setiap p herhentuk a + ib. 
b&ti : ( t u d u ~ ~ g  t e ~ b u k a ) .  
Kita sudah buktikan hahawa Ui aclalah terhuka unt,uk i = 1,2. 

2 ICita juga sedia maklu~n Ui=, Ui = S 2 ,  h t a s  { Lr, : i = 1 , 2  } 
adalah tutlung terhuka untuk S2. 

bukti  : ( h o h n o r f i ) .  
Takriflian fungsi 

sebagai fungsi transisi dengau t lz  = 7 ,  (y;') . Kita dapat lihat 
bahawa 

I meml>erikan kita 71 = -. Jelas tl:! ialah pemetaan pada C - { 0 } 
72 

dengan s -4 i. Tetapi kita sedia ~naklum s = n + ib ,  lant,as 
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serta holomorfi sekirmya ia memuaskan sprat  Cauchy-Riemann. 
Lihat, 

Jelas, au av btl -av - - ---dan -=  -. 
aa ab Ob 3a  

Justeru itu t l z  adalah holomorfi. 
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